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????????????????????????????????????
Bethe???????????????????Google Scholar? \Bethe ansatz"???
???? 2??????????????????????Bethe???????????
????????????????????Gaudin??????????????? [F95]
?????????????????????????????????????????
????????????
?????????????? ??????????????????????????
?????????????????????????????????????????
???????????????????? [A]???????????????????
?????Euler, Lagrange, Jacobi, Poincare????????????????????
?????????????????????????????????????20??
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????? Jacobi1???????
????????? [L]?XVI?? [H]?????Jacobi?????????? [J]????
????????????????????
????????????????????????????????????
????????????????????????????????????
????????????????????????????????????
?????????. . .
????? Jacobi????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????????????2??
1Carl Gustav Jacob Jacobi (1804{1851). ?????? Poisson???????????????????
??Hamilton?????? (1835?) ????????????????????1843?????????
?????????????????????????????????????????????????
????????????????????? Jacobi????????????????????????
??????Poisson??????????????????????? Liouville???????? Jacobi
???????????????? (1842{43?)???????????????????????????
??????Jacobi???????????????????????????Sophus Lie???????
????????????????? Lie?????????????????????????????
2???????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????????????
2
?????????????? ??????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????? [M]????????????????????????????? Schrodinger
???????????????????????????
H = E (1)
??????????????
 H: ????Hamiltonian???????????
  : ???????????????????|j j2????????????
 E: ?????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????Hamiltonian???????????
?????????????????????????????????????????
????????
?????????????????????????Schrodinger?????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????? Heisenberg?????????????????????
??Bethe???????????????????????
???? ????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?? L?????N ??????????????????????? 2??? 1???
????????????????????????? 3??? 1??????Calogero{
Sutherland??????????????????????
H =
NX
i=1
1
2
p2i + (   1)
X
i<j
( 
L
)2
sin2 
L
(qi   qj)
;
??? qi (0  qi  L)???????????????pi =  
p 1 @
@qi
?????????
???????????????????
?????????????????????????  ?????????? [Su71,
Su72]??????????????????????????????????????
???????????????????????????????? Lie???????
???Virasoro?????? [KR]??????????????Calogero{Sutherland?
???????Jack????????????????????????????? [MY]?
???????????????????Jack????Virasoro???????????
Poincare?????????????????????????????????????????????
???????????????????????????????????????????????
3
????Virasoro?????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????? [SSAFR]???????????????????? [CJ]????
??????????????????????????? Virasoro?????????
???????? Jack??????????????????????????????
?????????
????? x2????????????Heisenberg????????x3???Faddeev
?????????Bethe???????????????x4?????????????
? Bethe??????9??? (5)???????????????????Bethe???
???Bethe??????????????????????????????Heisenberg
??????????????x5???Bethe????????????????????
?????????????x6???Bethe?????????????????????
?????????????????????????????????????????
???????x7?????????????????????
??? x8???????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????? x8?
??????????????????????????????????? x8.1???
x8.2????????
?? ?????? 2016??????????????????????Haldane, Koster-
litz, Thouless???????????????????????????????????
?Haldane?????????????Heisenberg???????????1983????
??????????????Calogero???????????????????????
????????????Heisenberg????????????
2 Heisenberg??
??????Heisenberg3????????????????????? Schroodinger4?
?? (1)?Hamiltonian H ?????????????????????N ??????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
v+ =
 
1
0
!
; v  =
 
0
1
!
3Werner Heisenberg (1901{1976). ??????????????????1932????????????
4Erwin Schrodinger (1887{1961). 1926??????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????????
???????????????????????????????1933????????????
4
?????????????????????????? V ' C2 ???????????
N ?????????????????????????  ???
HN =
NO
j=1
Vj; Vj ' C2:
??????????
????? Schrodinger?????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?? x; y; z?????????? Pauli?????????sl2????????
1 =
 
0 1
1 0
!
; 2 =
 
0  i
i 0
!
; 3 =
 
1 0
0  1
!
:
??????? v+? v ?????? z??? 3???????? 1??? 1????
?????????????????
??????? Heisenberg??????????????????N = 2??????
????????????HN ? k?????????????????
ak = I 
    
 a|{z}
k

    
 I
?????????????H2??????? h????????
h :=
3X
a=1
a1
a
2 =
0BBB@
1 0 0 0
0  1 2 0
0 2  1 0
0 0 0 1
1CCCA :
????????????????????
??? ??????
1 (1; 0; 0; 0)
1 (0; 1; 1; 0)
1 (0; 0; 0; 1)
 3 (0; 1; 1; 0)
??????????? v+? v ??????????????????????????
?? x3??????? h?C2 
 C2?? sl2? 3????
fv+ 
 v+; v+ 
 v  + v  
 v+; v  
 v g
?????? 1?1????
fv+ 
 v    v  
 v+g
?????? 3???????????
?????????????????????? h?????????????????
???????????????????????????????h????|????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????
5
Heisenberg????? ?????????????????????????????
? h???????????????????????????????????????
????????????????????
HN = J
4
NX
k=1
(1k
1
k+1 + 
2
k
2
k+1 + 
3
k
3
k+1   IN) (2)
??? IN ? 2N ??????? J ?????????????????????????
??????????????????Heisenberg?? ([H], 1928?)?????????
????HN ?????Dirac5??? ([D], 1929?)?
???????????????????????????????????????
?????Heisenberg??????????????????????????????
???????? [SRFB]????
3 Bethe???
?????????????????????????????Schrodinger??? (1)?
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????Heisenberg
?? (2)????Bethe6???? 1931????????? [B]?????????????
?????Bethe????????????? [B]???????????????? \Wir
machen den Ansatz" ?????????????C. N. Yang7? [YY]?????????
????????????
???Mermin{Wagner?? [MM]????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????? [K06]?????????????????????????????
Bethe?????????????????????????????????????
??Bethe????????????????????????Hamiltonian (2)????
??? aN+1 = a1 ?????????????
?????????Hamiltonian HN ????? HN ?? sl2????????????
?????? sl2???????????????????????????????? sl2
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????????
5Paul Adrien Maurice Dirac (1902{1984). ?????????????????????????????
?????? 1933????????????????????????????????????????
????? (1933?)???????????????
6Hans Albrecht Bethe (1906{2005). ???????????????????????????????
?? Bethe???????????????????????1967????????????
7Chen-Ning Yang (b. 1922). ??????????????????????|Yang{Mills?????
(1954?)???????????? Yang{Baxter??????????????????????????
?????????????? 1957????????????????????????Yang??????
?????????????????????????????????????? Bull. Amer. Math. Soc.
???????? Faddeev?????? [F00]?????Yang{Mills??????????????????
???????????????????????20????????????????????????
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???Bethe??? ???? Faddeev8??????????????????????
??? [F96, TS, LR]????????????
??? Bethe????????????? HN ??????? C2 
 HN ???????
???????C2????????????????????? 0????????C20?
??????????C2 
HN ??????C20???? 2? 2????????????
??????????????HN ????? (??? 2N ????)????
????????????????????
A =
 
a11 a12
a21 a22
!
; B =
 
b11 b12
b21 b22
!
;
????????????Kronecker?A
B?C2 
H1 = (C2)
2 ??????????
???????
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a11B a12B
a21B a22B
!
=
0BBB@
a11b11 a11b12 a12b11 a12b12
a11b21 a11b22 a12b21 a12b22
a21b11 a21b12 a12b11 a22b12
a21b21 a21b22 a12b21 a22b22
1CCCA :
??????????????????????C20???? 2? 2??????????
????Kronecker?????? (C2)
2????
fv+ 
 v+; v+ 
 v ; v  
 v+; v  
 v g:
??????????????????? (C 
D)(A
B) = CA
DB?????????
???
(C 
D)(A
B) =
 
c11D c12D
c21D c22D
! 
a11B a12B
a21B a22B
!
=
 
(c11a11 + c12a21)DB (c11a12 + c12a22)DB
(c21a11 + c22a21)DB (c21a12 + c22a22)DB
!
= CA
DB:
????? (C2)
3?????
fv+ 
 v+ 
 v+; v+ 
 v+ 
 v ; v+ 
 v  
 v+; v+ 
 v  
 v ;
v  
 v+ 
 v+; v  
 v+ 
 v ; v  
 v  
 v+; v  
 v  
 v g:
????
?????????C2 
 HN ????? Lax9???????????????????
???????
Lk() =
 
IN + i2
3
k
i
2
 k
i
2
+k IN   i23k
!
= I 
 IN + i
2
3X
a
a 
 ak : (3)
8Ludvig Faddeev (b. 1934). ???????????? Feynman??????????????????
???????
9Peter David Lax (b. 1926). ??????????????????????????????????
??2005?????????
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k + i
2
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0 1
0 0
!
k
;  k = 
1
k   i2k = 2
 
0 0
1 0
!
k
???????????????????????????????????Lk()?
C20 
 HN ? 0??? k???C2????????????
??? Bethe??????Lax?????????????????????????
???
TN() = LN()LN 1()   L1(): (4)
?????C20???? 2? 2???????????????????????????
????
TN() =
 
AN() BN()
CN() DN()
!
:
????????????????? Heisenberg??????????????????
???????
?? 
N() = tr jC20TN() = AN() +DN()?????
HN = iJ
2
d
d
log N()

= i
2
  NJ
2
IN : 
?????????? Lk( i2) = iP0;k???? P0;k?C
2
0 
 HN ? 0??? k???????
??????????????
????????HamiltonianHN?????Schrodinger???????????? N()
??????????????????????????N()?????? ?????
????????Hamiltonian???????????????????????Heisenberg
?????????????????????????
Bethe???? ????????????????????????????????
?????
j0iN = v+ 
    
 v+ 2 HN :
???Bethe?????
	N(1;    ; `) := BN(1)   BN(`)j0iN 2 HN
??????????BN()?????????????????????
[BN(); BN()] = 0
????????Bethe???????????????? 1;    ; ` ?????????
??????????????????
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?? 
Bethe????	N(1;    ; `)???????Bethe?????
k +
i
2
k   i2
N
=
Y`
j=1
j 6=k
k   j + i
k   j   i ; (k = 1;    ; `) (5)
????? N()??????????? 
???????Yang-Baxter??????????10 ????????
fAN() +DN()gBN(1)   BN(`)j0iN
= (;1;    ; `)
Y`
j=1
B(j)j0iN +
X`
k=1

k(;1;    ; `)B()
Y`
j=1
j 6=k
B(j)j0iN

????11??????????????????Bethe???????????
???????????????Bethe??????????Bethe?????HN ??
sl2??????????????????? (??????N   2`+ 1)????????
????????????????????????????????????????
??????????
?? 3?? ????????N = 3????????????????????????
???????B3()?????????0BBBBBBBBBBBB@
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1CCCCCCCCCCCCA
:
???????????H3 = (C2)
3? sl2? 4??????? 2??????????
??????????????? Bethe???????????????? ` = 0???
j0i3 = v+ 
 v+ 
 v+???? 4???????????????????
10 AN ()BN () =
  i
  BN ()AN () +
i
 BN ()AN () ???DN ()BN () =
 +i
  BN ()DN () 
i
 BN ()DN ()????? AN ; BN ; CN ; DN ?????????????????R-??
R() =
0BB@
1 0 0 0
0 b() c() 0
0 c() b() 0
0 0 0 1
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
2
+ i

I 
 I + 
2
3X
a=1
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 a
!
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i
+ i
; c() =

+ i
???? C20 
 C20 ????? R(  ) (Lk()
 Lk()) = (Lk()
 Lk())R(  )??????????
??? R(  ) (TN ()
 TN ()) = (TN ()
 TN ())R(  )?????????
11?????? AN ()j0iN =
 
+ i2
N j0iN ???DN ()j0iN =    i2N j0iN ???????????
??????????????
9
?? ` = 1???Bethe?????????????????
1 +
i
2
1   i2
3
= 1;
?????? 1 =  1p12 ?????????????B3()??????
B3

1p
12

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;
i
3
; 0; i+
p
3
6
; 0; 0; 0
!t
B3

  1p
12

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p
3
6
;
i
3
; 0; i 
p
3
6
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!t
??????????????????? 2??????????????????????
????????????????????????????????????????
???????????????????????????` = 2????Bethe????
?? 
1 +
i
2
1   i2
3
=
1   2 + i
1   2   i ;

2 +
i
2
2   i2
3
=
2   1 + i
2   1   i
???????????????????????
f1; 2g = f0; 0g; f
p
3
2
;
p
3
2
g; f 
p
3
2
; 
p
3
2
g; f i
2
;  i
2
g; f  i
2
;
i
2
g
?????????????B3(1)B3(2) = 0??????????????? ` = 3???
???1?????4??0?????12?????????????B3(1)B3(2)B(3) =
0????????
Mathematica????? Mathematica??????????????????????
????????????????????????????????????????
????? \n"????????N ????\l"??????????? ???????
?????????? \Mathematica Summer School on Theoretical Physics|4th edition
(2012) Integrability and Super Yang{Mills"?????????
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???????????????????????
?? Pauli??
s=PauliMatrix
????????????Pauli??? s[a] = a ??????Mathematica??????
?????????? 2n???????
id[n_]:=IdentityMatrix[2^n, SparseArray]
???????? \SparseArray"??????????????????????????
?????????????????Hamiltonian (2) ?
10
H[n_,J_]:=(J/4)(Sum[KroneckerProduct[s[a],id[n-2],s[a]],{a,3}]
+Sum[KroneckerProduct[id[k-1],s[a],s[a],id[n-k-1]],{k,n-1},{a,3}]
-n*id[n])
????????? k = N ? k = 1; 2; : : : ; N   1?????????????? (3)???
?????? Lax??? Lk()?
L[n_,k_,l_]:=l*id[n+1]+
(I/2)Sum[KroneckerProduct[s[a],id[k-1],s[a],id[n-k]],{a,3}]
??? (4)????????????????
tm[n_,l_]:=Dot@@Table[L[n,k,l],{k,n,1,-1}]
???BN()????????????????????
b[n_,l_]:=tm[n,l][[1;;2^n,2^n+1;;2^(n+1)]]
??????? j0iN ?
hw[n_]:=UnitVector[2^n,1]
???????B4(l1)B4(l2)j0i4?
Factor[b[4,l1].b[4,l2].hw[4]]
%//MatrixForm
????????
4 Bethe????????
?????????Bethe????????????????????????????
?????Bethe?????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?Bethe??????????????????????????????????????
???? Bethe??????????????????????? Langlands12{Saint-
Aubin [LS94, LS97]?????? ASEP??????????????? [BDS]????
??? Bethe??????????????????????????????????
Bethe?????????????????????????rigged conguration????
??????????????
????????? Bethe?????1931?????? Bethe???????????
???????????????????????????? 1986?? Kerov, Kirillov,
Reshetikhin? [KKR, KR]?????????????????????????????
????????? x8?????????????Bethe??????Bethe?????
?????????????????????????????????????????
???????????????
12Robert Pbelan Langlands (b. 1936). ??????????????????????????????
???????? Bethe??????????? Virasoro?????????????????????
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??????? ???????????????? sl2??????2?????????
?????????????????????????????????????????
????????????????Young?????????????????????
??????????????????????????????????HN = (C2)
N
??  = (1N)?????????? (C3)
N ??????????Heisenberg?????
????  = (2N)??????????????
???????????????????????? ???Qk()?Young?? ?
?? k??????????????? vacancy number?
Pk(; ) = Qk()  2Qk()
????????? 1,  2????????A?? Cartan??????????????
???? (; (; J)) ?????????????????? ????? (; J)?????
(; J)?????????Young? ??? i?????? Ji??????
(; J) = f(1; J1); (2; J2); : : : ; (l; Jl)g
????????????????????????? Ji? rigging?????
 ?? ???? 0  Pi(; )?????
 ?? Ji? 0  Ji  Pi(; )?????
??? (; J)???????????????????????????????????
?? (i; Ji)???????????????????????????????????
??? riggings???????????
????????????????????sl2? 3???????????? (C3)
2?
??? = (2; 2)???????????????????????
;
,
0 0
,
0 0
.
??????? ????? ????????????????? vacancy number??
???? rigging????????????????? vacancy numbers? 0??? riggings
???? 0????????????????????? 1 = 2???????? vacancy
number?P2((2; 2); (2)) = 4  2  2 = 0??????  = (1; 1)????????? vacancy
number? P1((2; 2); (1; 1)) = 2  2  2 < 0??????????????????
Bethe??????? ??????????????????? Bethe???????
?????????????????Bethe???????????Bethe???????
??????????????????????????????????????Bethe
???????????????????????????????N = 12, ` = 6????
-1.0 -0.5 0.5 1.0
-1.0
-0.5
0.5
1.0
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?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????p 1?????????????????????????????????? n?n-??
????????????Young???? n????????????????????
??? 3-?????????2-?????????1-??????????????????
???????????Young?????????
????????????????????????????????????????
????????????????? x6??????????????????????
Bethe?????? \?????"? rigged congurations???????????????
???????? rigging??????????????????????
N = 12?????? ?????Bethe??????????????????????
??????N = 12? ` = 5???????????????????????????
???????????????? 5????N = 12?` = 5?????????????
??????|??? [Sa15, Appendix B]?????????Bethe?????
k +
i
2
k   i2
12
=
5Y
j=1
j 6=k
k   j + i
k   j   i ; (k = 1;    ; 5)
???? 1 = 0; 2 = i=2; 3 =  i=2????????????????????? 4?
?? 5???? 5????
51205 + 115204   49923   93122 + 2020   55 = 0 (6)
????????? 4 =
p
??? 5 =  
p
??????????? (6)???????
Mathematica???????????????????
1 =  2:29679; 2 =  0:999662; 3 = 0:0320332; 4 = 0:173735; 5 = 0:840679
??????????????1:51551i, 0:999831i, 0:178978, 0:416816, 0:916886
????????????????????????????? 1??????????
???? 4??? 5?????????????????????riggings? x6????
??????????
2
8
1
4
2
4
1
2
2
4
4
4
1
2
2
2
2
4
4
4
1
3
2
1
2
4
4
4
1
4
2
0
?????????? (6)????????????????????????
???? [KS15]??????????N = 12? Bethe??????????????
???????????????????????????
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1.0
1.5
-1.5 -1.0 -0.5 0.5 1.0 1.5
-1.5
-1.0
-0.5
0.5
1.0
1.5
? 1: N = 12, ` = 5???????
5 Bethe?????????
????? Bethe???????????????????????????????
?????????????????????????????????? Schrodinger?
????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????Bethe [B]???
????
HN	N(1; : : : ; `) = E1;:::;`	N(1; : : : ; `);
E1;:::;` :=  
J
2
X`
j=1
1
2j +
1
4
:
?????????????Bethe??????? f1; : : : ; `g??? i=2??? i=2??
??????? E1;:::;`????????????????????????????
????Bethe??????? f1; : : : ; `g??????????? i=2??? i=2??
?????????????????????????????????????????
???????????????N = 4??????????????????Bethe??
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????
??????Bethe???????????????????????????????
??????????????? [KS14a]??????????????N ??? `???
??????????? N 2
2
` 2
2

14
???????????????????????[DG14]??? [Sa15, Appendix B]?
????
?????????????????Bethe????????????????????
??????????????????????????????????????
 ????????????????????????Bethe????? 1?????
???????
 Bethe???????????????? Bethe????? 0??????????
?? 1?????????????????????????? Bethe????? 0
????
 ??? HN = (C2)
N ???? Bethe?????????????????????
??????????????????????????????????????
???????????????????? [HNS14]?
??????????????????Bethe???????????????????
?????????????????????????? Bethe???????????
?????????????????????????????? Avdeev? Vladimirov
[AV]????N = 4 ??????????1986????????????????Beisert
? [BMSZ]????????????????????2003???????Nepomechie?
Wang [NW]?????????????????2013??????? [NW]???????
????????????????????????? [Sa15, Appendix A]?????
???????? 
i
2
;  i
2
; 3; : : : ; `

(7)
??????????????????Nepomechie{Wang??? 
 
Y`
j=3
j +
i
2
j   i2
!N
= 1; (8)
?????????????????????????????Bethe?????????
???? c?
c = 2iN+1
Y`
j=3
j +
3i
2
j   i2
: (9)
?????
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Nepomechie{Wang??? 
?? (8)?????????? (7)???????? 0???????????? [NW]?
lim
!0
1
N
BN

i
2
+ + c N

BN

  i
2
+ 

BN(3)   BN(`)j0iN :
??????????
E i
2
;  i
2
;3;:::;`
=  J   J
2
X`
j=3
1
2j +
1
4
:
????????????? [KS14b]? 
Hao{Nepomehie{Sommese [HNS13]? Bethe???????????????????
??Bethe????????????????????????????????????
??????????????????????????
(HN??????????????)
= (???????) + (?????????):
????????????N = 14?????????????????????????
????Bethe???????????????????????????Bethe????
??????????????????Heisenberg?????? Schrodinger??????
?????????????????????????????????????????
????????
???????? Bethe????????????????????????????
??????????????????????????
 : (i; Ji) 7 ! (i; Pi(; )  Ji) (10)
????? involution????????? rigging????? vacancy number? rigging?
?????????x6??????????????????????? ( 1)???
f1; : : : ; `g ! f 1; : : : ; `g
???????????
????? [KS14a]?????Bethe???????????????????????
??N ?????????????????????????? (; J)????????
????????????????[Sa15, Apendix B]?????
(i) ????????????
(ii) ?? i???????????????????
?????????????????????????????????????????
??N = 12?? ` = 5?????? x4??????????????????????
Bethe????????????????????????????
?????????????N ?????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??? [KS14a, x4.1]?????????
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6 Bethe????
Bethe???????????? (; J)????????????? ????????
????????? J ???????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?? rigging J ????????????????????
Heisenberg????????Takahashi???? ([T]?1971?)????????????
?????????????????????????????????????????
????????????Takahashi????????????????????????
????????????????
???Takahashi?????????????????????????
a+ bi; a+ (b  1)i; a+ (b  2)i; : : : ; a  bi; (a 2 R; b 2 Z0=2)
???????????????????????????????????? 3????
?????????????????????????????????????????
???
p 1?????????????Takahashi?????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????Bethe?????
?????????????????????????????????????????
????????????????Bethe??????????????????????
?????????????
???????????????Heisenberg???Bethe??????????????
?????????????????????????????????????????
???Kirillov?????????? [KS15]????????????????????
??????????????????????????
??????Bethe???? [B]??????????????????????? [KS15,
x3]?????Arctan z?????arctanx (arctan 0 = 0)?????? (i;+i1)? ( i; i1)
? branch cuts????????????????????????
log
z   i
z + i
= 2iArctan(z) + (2n+ 1)i (n 2 Z): (11)
????????????????????????? log??????????????
????????????????? Bethe????????????????????
??
log
264k + i2
k   i2
N Y`
j=1
j 6=k
k   j   i
k   j + i
375 ; (k = 1; : : : ; `)
????????????? Bethe???????? log 1??????????????
?????????????????????????????????????????
????? (???)
Jk =
N
2
0B@2Arctan(2k)  2
N
X`
j=1
j 6=k
Arctan(k   j)
1CA (12)
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????????????????Bethe????????????????????Bethe
?????Bethe?????????????????????? 80?????????
??????????????????
??????????Bethe???????????????????????????
????S??????????????????????????Bethe??????
J(S) =
X
2S
J (13)
?????????????????????????? \?????"????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????? (13)?N = 12????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
???? 212 = 4096?????????????????
?????????J(S)????????????????????N = 12?` = 6?
5-string?????1-string?????????????????????? rigged cong-
urations??r = 0; 1; : : : ; 8??????? 9?
0
8
0
r
?????????????????????????????????????????
???????????S???<(S)?????????????????????<(S)
?? S?????????????????Vladimirov??? [V]???????????
t
t
t
t
t
t
#1
7=2
11=2
5=2
13=2
9=2
 5=2 -
6
t
t
t
t
t
t
#2
13=2
7=2
1=2
9=2
15=2
 3=2 -
6
t
t
t
t
t
t
#3
13=2
9=2
 3=2
11=2
15=2
 1=2 -
6
t
t
t
t
t
t
#4
13=2
9=2
 3=2
11=2
15=2
1=2 -
6
t
t
t
t
t
#5
9=2
11=2
 3=2
 11=2
 9=2
3=2 -
6
t
t
t
t
t
t
#6
 15=2
 11=2
3=2
 9=2
 13=2
 1=2 -
6
18
t
t
t
t
t
t
#7
 15=2
 11=2
3=2
 9=2
 13=2
1=2 -
6
t
t
t
t
t
t
#8
 15=2
 9=2
 1=2
 7=2
 13=2
3=2 -
6
t
t
t
t
t
t
#9
 9=2
 13=2
 5=2
 11=2
 7=2
5=2-
6
?????????????Bethe????????????????(13)????????
????? 5-string S?????<(S) > 0?? J(S) = 45=2?<(S) < 0?? J(S) =  45=2
?????????????????????
?? [KS15]?????????? [GD, HNS13]???????N = 12???????
? J(S)?????????????????? rigging???????????????
????? J(S)?????????????????????????????????
???????????????????????? ????????????????
?????????????????????????????????????????
???????????????????????? J(S)??????????????
????????????????????????????k-string? l-string????
????????????????????(k; l) = k + l   3? J(S)????????
????????????
????????????Bethe?????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????
????????????????????` = 2??????????????[EKS]?
1992???????????????????????????????????? 2-?
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????[Sa15]??????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????
7 ???????????
????? Lie?? sl2?????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
???????????????
???Uq(sl2)??????????Pasquier{Saleur?[PS]?1990??????????
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?????????Hamiltonian?
HN =
N 1X
k=1

1k
1
k+1 + 
2
k
2
k+1 +
1
2
(q + q 1)3k
3
k+1

  1
2
(q   q 1)  31   3N
???????q ! 1?????????????Hamiltonian????????????
?Bethe???????????Bethe???????????????????????
????
???????????
ek =  1
2
 
1k
1
k+1 + 
2
k
2
k+1
  1
4
(q + q 1)
 
3k
3
k+1   1

+
1
4
(q   q 1)  3k   3k+1
?????????Hamiltonian?
HN =  2
N 1X
k=1
ek
?????????????????? ek?Temperley{Lieb??????? (jj kj > 1)?
e2k = (q + q
 1)ek; ekek1ek = ek; ekej = ejek:
??????Bethe?????????????????????? [GHNS]?????
???????????????????????? Bethe?????????????
?????? [GN]?????????? q? 1???????????????????
Bethe??????????????????????????????????????
???????????????????????????????????
8 ????????
8.1 ????
Bethe?????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
???????????????????????????????
?????????? 1986??Kerov, Kirillov, Reshetikhin [KKR, KR] ???????
?????????????????????????
Bethe??? ?????????
Bethe???? ??????????
Bethe??????? ????
(????????????)
BN ????? ??????
(???????????????????)
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
20
??Bethe????????????????????????????????????
????????????????????????????Bethe??????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????Kashiwara???????? [K91]????????
????????????????????????????????????????
??Young????? Lascoux{Schutzenberger???????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
???????????? 10???????????????????
?? x8.2???????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
???????
8.2 ???A(1)1 ??????????
?????? Lie?????????? Cartan?????Kac [K90]????????
?????????????????????????????????? sl2? 2???
?????????????????????????????????????????
????????????????????13????????????????????
? [Sa12a, Sa12b]?????????????????????????????????
????????????????
?????? ???????????????????????? x4????????
?????12???????????????????????????????????
????????????Bethe??????????????????????Br;s??
r?? s?????Young????14???????A(1)n ????? 1; 2; : : : ; n+1 ????
??????????????????????2???????????? 1 , 2 2 B1;1
???????????Chevalley?????????????????????????
??????
~f : 1 7 ! 2 ; ~f : 2 7 ! 0; ~e : 2 7 ! 1 ; ~e : 1 7 ! 0:
13????????????????Tokihiro???????????????????? [MIT]????
?? \10-elimination"???????????????????????????????????? [KS09]?
14semi-standard tableau: Young?????????????????????????????????
?????????
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?????????????????????????????????????????
???? [KN]?????????????????????????? 1? 2???? path
???????????????????15
 : path 7 ! rigged congurations
??????????????
path????????????????????????????? x4???????
??? Pi(; )  0?? 0  Ji  Pi(; ) ????????????? path????
Pi(; )  0??? Ji  0????????????????????? path?
b = 1
 2
 2
 1
 2
 2
 1
 1
 1
 2
 2
 1
 1
 2 2 (B1;1)
14
???????????????
(b) =
6
6
2
0
1
6
1
 2
??????????? Ji  Pi(; )?????????rigging???????????
?????? Ji = Pi(; )?????????? (i; Ji)??????????
??????????????? ???????????????????????
??????????????????????????? (0; 0)???????????
?????????????????????????????????????????
????path b??? 2??????????? k1; k2; : : :???????????????
????????????????????????
1. ?? kj 1????????????????? (; I)?????????
2. ???? kj??????????????? (; I)??? kj   1?????????
??????vacancy number Pi(1kj 1; )??????????????????
???????????
3. ????????????????????????????? 1???16????
????????????? 0????
4. ??? rigging I 0??????????? ! 0?????????????????
????????????  ! 0?????????? 0i????????? rigging
I 0i? (0i; I 0i)??????????????? I 0i = P0i(1
kj ; 0)?????
5. ??????????kj????????????????? (; J)?????(b) =
(; J)?????
15?????Kerov{Kirillov{Reshetikhin?????????????????????????????
?????????Kirillov????????????????????????????????????
??????????????????????????????2008????????????????
????????????????rigged conguration bijection???????????????????
????????????????
16?????????? (0; 0)??????????????????????????? (0; 0)????
???? 1????????????????
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????????????????????????????? 1??????
???????Mathematica??????????
https://sites.google.com/site/affinecrystal/rigged-configurations
???????????????????????????D(1)n ????????????
??? ?????????????????? R????????????????
????????????????????????????????????????
R : B 
 B0 7! B0 
 B??????R??????Drinfeld???R?????????
???????????????????R???????????????????x8.3
? x8.7 ??????????????????????????????
?????????????????????????B1;k????? k??? 1? 2?
??????????(a; b)??? 1? a???? 2? b????????????????
???R??
R : (a; b)
 (c; d) 7 ! (c0; d0)
 (a0; b0)
?????
a0 = a+min(b; c) min(a; d)
b0 = b min(b; c) + min(a; d)
c0 = c min(b; c) + min(a; d)
d0 = d+min(b; c) min(a; d)
???????
???? ul = (l; 0)????????????? path b = b1
    
 bL????????
Tl?????????????????????????????????????R?
???????
ul 
 b1 
 b2 
    
 bL R ! b01 
 u(1)l 
 b2 
    
 bL R ! b01 
 b02 
 u(2)l 
    
 bL
R !    R ! b01 
 b02 
    
 b0L 
 u(L)l (14)
??????
Tl(b) := b
0
1 
 b02 
    
 b0L
??????????????
R : ul 
 b 7 ! Tl(b)
 u(L)l (15)
????????????Yang{Baxter?????? Tl???????????????
?????????????????????????????????????????
???17???????????????????????
17???????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????????????
?????????????33???????
23
??????????????path b 2 (B1;1)
L??? 1? 2????????????
????????????????????????????????
t = 0 : 22211112111111
t = 1 : 11122211211111
t = 2 : 11111122122111
t = 3 : 11111111211222
????? t???????? (T3)t(b)?????? 2????????????????
????????????????????????????????? 2??? k???
????????????????? k???????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????t = 0????? 2??? kj? 1; 2; 3; 8????????????????
; 1 !  1 2 !  2 3 !  3 8 !  3
4
?? t = 2?????????????
; 7 ! 5 8 ! 4 10 ! 4
6
11 ! 3
6
? t????????????????????????
(T t1(b)) =
 3 + 3t
4 + t
Young???????????????? i?????????????????????
?? riggings????? i???????? it???????????18?
?????????????????????? (B1)
27???????:
t = 0 : 122122111221121111111111111
t = 1 : 111211222112212111111111111
t = 2 : 111121111221121222111111111
t = 3 : 111112111112212111222111111
t = 4 : 111111211111121221111222111
t = 5 : 111111121111112112211111222
????????????:
(T t1(b)) =
1 + t
6 + t
1 + 2t
 2 + 3t
??????? i????????????? rigging? it?????????????
??????Bethe??????????????????????Bethe???????
????????????????????????????????????Bethe??
?????????????????????????????????????????
x8.3????????????????????????????Young???????
????????rigging??????????????????????????????
????????????????????? x8.3?????????????????
????????????????????????????????? x8.6?????
????????? Loop Schur?????????????????????
18??????? Tl????? rigging?min(i; l)t?????????maxi i  l?? Tl = T1????
24
??? ?????????????????????????????????????
A
(1)
1 ???????????????????????????????????????
???????????????????????????????????????
????????????????????? [YT]????? [KTT]????????
????????????path b 2 (B1;1)
L???? 2????L=2??????????
b????????????????????????????????????????
????? path??????????????????? b?????????????
??????????????? (15)???????????????????
R : ul 
 b 7 ! Tl(b)
 v; R : v 
 b 7 ! T l(b)
 v:
?????????????? v??????????????????????????
?????????? T l?????????????????????????????
?????????????????????????????
http://demonstrations.wolfram.com/PeriodicBoxBallSystem
?????????????
????????????????????????Young???????rigging??
??????????????rigging????????????????????????
??????????????????????????????????? 1? 2????
????????????????????? [KS06]????????????????
??19???????????????????
(z) = lim
!+0
 log
 X
n2Zg
exp

 
tnAn=2 + tnz

!
=  min
n2Zg
ftnAn=2 + tnzg:
(16)
?????????????Young??
 = fi1 < i2    < igg (17)
????????????????????? ik?????????A?
Ai;j = i;jpi + 2min(i; j); (18)
???????? pi = Pi(1L; )??????(17)???? riggings? J1; : : : ; Jg?????
??? J = (J1; : : : ; Jg)??????????? hl = (min(i; l))i2 ? p = (pi)i2 ????
???path b? k????? bk??????? 2??? x(k)?
x(k) = 
 
J  p
2
  kh1
  J  p
2
  (k 1)h1

  J  p
2
  kh1 + h1

+
 
J  p
2
  (k 1)h1 + h1
 (19)
19???????????????????  7! +?= 7!  ?+ 7! min???????????????
??????????????????????????????43???????
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?????20??????????????????? rigging????????????
?????????????? J 7! J+ hl???????????????? T l????
????????Dubrovin, Matveev, Novikov21???????? [DMN]?KdV????
??????????????????????????? 2?????????1976??
???????????????????????
????????? ???????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
???????????????????
?????????Box-Basket-Ball? [LPS1]????BBB???????????
??????? [Sa12a]????????Yura [Y13]?????????????????
???????????????????????????????? (a; b)??????
? (a; b; c) 2 (Z0)3 ??????????R???????whurl???
R : (a; b; c)
 (d; e; f) 7! (d0; e0; f 0)
 (a0; b0; c0)
????ul = (l; 0; 0)???????????? (15)????????Tl??????BBB
????????????????????whurl???????????
a0 = a min(a+ b; a+ c; b+ f) + min(e+ c; d+ c; d+ b)
b0 = b min(a+ b; a+ c; b+ f) + min(a+ e; d+ f; e+ f)
c0 = c min(e+ c; d+ c; d+ b) + min(a+ e; d+ f; e+ f)
d0 = d+min(a+ b; a+ c; b+ f) min(e+ c; d+ c; d+ b)
e0 = e+min(a+ b; a+ c; b+ f) min(a+ e; d+ f; e+ f)
f 0 = f +min(e+ c; d+ c; d+ b) min(a+ e; d+ f; e+ f)
?????????????????????????????????????????
??????????????????BBB????????????????????
??????????????????
20 ????????????????? b????????? (; J) = (i; Ji)gi=1???? i; i = 1; 2; : : :
?????????
x(k) = 0(k)  0(k   1)  1(k) + 1(k   1);
r(k) =   min
n2f0;1gg
8<:
gX
i=1
(Ji + ri   k)ni +
gX
i;j=1
min(i; j)ninj
9=; (r = 0; 1);
?????????????????? n = (n1; n2;    ; ng)???? x8.5????
21Sergei Petrovich Novikov (b. 1938). ???????????????????????????????
??????????1970??????????
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{k {k {k
{k {k{k
{k {k{k
{k {k {k
{k {k {k
? 2: BBB????????.
?? (a; b; c)?????????a??????????b?????????c????
????????????? 1???????????????????????????
??????????????????????? 1????????????????
???????? a + c = b + 1??????????????whurl??????????
?? T1???????????????????????
????????????????????????????????????
????????????????????????????????????
???????????????????????????????????
??????????????????????????
?????????????????????????????? T1?????????
???????????? 1??????? 2????????????????????
???? 2????????????????????????????????????
????????? Fermi??????????????????????Bose????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????BBB?
?????????????????????????????? [Sa12a]???????
?????whurl????????????????????????????
????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
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???????????????????????????????
8.3 A
(1)
n ?????
A
(1)
n ?????? (Kirillov{Reshetikhin crystal)??????????????????
????????????Kerov{Kirillov{Reshetikhin?[KKR, KR]?1986????????
?????????????Kirillov{Schilling{Shimozono?[KSS]?1999??????A(1)n
?????????????[K01]?????
?????Br;s A(1)n ????KR?????Br;s??????????? 1; 2; : : : ; n + 1
???? r? s?????Young??????????????Br;s 
Br0;s0??????
???????????????????? a 6= 0???? ea; efa????? [KN]??e0; ef0
????? [Sh98]????????
?????
NL
k=1B
rk;sk = Br1;s1
  
BrL;sL ???path????path?????Young
? (a)?a = 0; : : : ; n  1????????????????NLk=1Brk;sk???Ba+1;l?m
????????Young? (a)??? l???m??????
??????????
 : path 7 ! rigged conguration
???????????????????? x8.4?????????
?????????????????? ???????Young? (a)?a = 0; : : : ; n  1?
?Young? (a)?a = 1; : : : ; n???? (a)i ??? J
(a)
i ????????????????
????? ????????????
(; J) =

(0); : : : ; (n 1); ((1); J (1)); : : : ; ((n); J (n))

: (20)
Young? ???Ql()?Young? ??? l??????????????????(; J)
??? vacancy number???????????
P
(a)
l (; ) = Ql(
(a 1)) +Ql((a 1))  2Ql((a)) +Ql((a+1)): (21)
Bethe???????????? ((a)i ; J
(a)
i )??????????
(a)
i ??????????
??? (; J)??????????????????????????????????
?????
 ??? (a)i ??? P (a)(a)i (; )  0?
 ??? J (a)i ? 0  J (a)i  P (a)(a)i (; )?????
(a)??? conguration?J (a)i ??? rigging????rigging????????????
?????? J (a)i = P
(a)

(a)
i
(; )??????????????????
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??????? ?????????????????????????????????
????????????????R???????????????????????
????? 32???????????
?????????? Schilling [Sc06]??????????????????????
???????????????????? ((a)i ; J
(a)
i )? corigging??
P
(a)

(a)
i
(; )  J (a)i
???????? ((a); J (a))? (0; 0)????????????????????????
?????x`? ((a); J (a))???? rigging?????????? x`  0????
(1) ?? x` = 0??? ea(; J) = 0??????? x` < 0??? ((a); J (a))??????
? rigging? x`??????????????????????? `???????ea(; J)?????? (`; x`)? (` 1; x`+1)???????? rigging??? corigging
????????????
(2) ((a); J (a))??????? rigging? x`????????????????????
??? `???????? efa(; J)?????? (`; x`)? (` + 1; x`   1)??????
?? rigging??? corigging???????????????? rigging?????
vacancy number???????????????? efa(; J) = 0?????efa????????((a); J (a))? rigging??? 0????????????(0; 0)????
????? efa?????????? (1; 1)????????????????????
(B1;1)
8?????? (0) = (18)????
b = 1 
 1 
 2 
 1 
 1 
 3 
 2 
 1
???(b)? ef1????????????????????
5
3
1
2 0 0 ef1 !
3
3
1
 1
 1
0 1 1 ef1 !
3
 1
 1
 1
 2
 2 1 1 ef1 !
3
 1
 3
 1
 2
 3 1 1
???? ef1 ??????? 0????????????????????? ((1); J (1))?
((2); J (2))????(a)???? rigging????? vacancy number?????
?????????????????????????????????? [Sc06]???
????????Stembridge???????????????????????????
???????????????? [Sa14]??????????????????????
????????????????????????????????22?
?????????????????????????
[ea;] = [ efa;] = 0 (22)
??????? [DS, Sa14]??? ?????????????????????D(1)n ?
?????????????????????????????????????????
??????????????????????????
22?????????????? "a?????? [Sa14]?????????????????? B(1)?
??????????????????????????? [SalScr14]?
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?????R?????????? ???????????????????????
?????????????????????????????32??????????
?????????
?????R???????????????????R : Br;s 
 Br0;s0 ! Br0;s0 
 Br;s
????????? R'?????????????B???????
A(B) = fb[d] j b 2 B; d 2 Zg (23)
???????????R?????? b
 b0 2 Br;s 
Br0;s0? ~b0 
 ~b 2 Br0;s0 
Br;s???
?????A(B)????R???
b[d]
 b0[d0] R' ~b0[d0  H(b
 b0)]
 ~b[d+H(b
 b0)] (24)
???????????????H : B 
 B0 ! Z???(24)????R???A(B) 

A(B0)
 A(B00) ??Yang{Baxter???
(R
 1)(1
R)(R
 1) = (1
R)(R
 1)(1
R) (25)
????????????????? [(KMN)2]?
?????R?????????????????????A(1)n ??????????
???????????????????????????????????23?
Young?????????? y1; y2; : : : ; yr?????????????????????
??????Y ? row word? row(Y ) = yryr 1 : : : y1????????? x = (x1; x2; : : :)
? y = (y1; y2; : : :)????????????x? y???? (x1 + y1; x2 + y2; : : :)????
Y  a? Young???? a? Schensted{Knuth24[K70]? row insertion25????????
?? Y  ab = (Y  a) b????????
?? [Sh98] 
? b
 b0 2 Br;s 
Br0;s0? ~b0 
 ~b 2 Br0;s0 
Br;s ??????R??????
b
 b0 R' ~b0 
 ~b (26)
??????
(b0  row(b)) = (~b row(~b0)) (27)
???????????H(b
 b0)??? (b0  row(b))????????? (sr)? (s0r0)
???????????????????????????? 
??? (b0  row(b))????? ~b? ~b0 ?????????????????????
????Young? Y ????????????????? Young? Y 0????????
 = Y n Y 0???????? r?????? ?????? 2?????????????
???? vertical r-strip??????
23????????? e0 ? ef0 ?? jeu de taquin???????????????????A? KR??
???????????????????????????????
24Donald Ervin Knuth (b. 1938). LATEX?????????????????
25Y  a??? y1???? a????????????????????? x1?????? a?????
???????? x1 ??????? y2 ??????????????????????? yk ?? xk 1 ?
???????????????????????? yk ??? xk 1 ???????????
30
Young? Y = (b0  row(b))????????? (sr)??????? Y 0??????
 = Y nY 0?????????????? 1; 2; : : : ; r0s0????1? ??????????
??????? vertical r0-strip??????? 1?????????????? 1; 2; : : : ; r0
??????  n 1??????? vertical r0-strip 2????????? r0 + 1; : : : ; 2r0?
???????????? ?????????????????
?? ?????????? row insertion???????? 1???????????
row insertion??????Young??????????? u1???Y1? (Y1  u1) = Y ?
?????Young???????Young? Y1??? 2????????????????
? row insertion???????? u2?Young? Y2??????????????? ur0s0
?Young? Yr0s0?????????
~b0 = (;  ur0s0ur0s0 1   u1); ~b = Yr0s0 (28)
???????
? ????????????????????????????
b
 b0 = 1 1
2 4


3 4
4 5
5 6
2 B2;2 
B3;2:
b? row word? row(b) = 2411???
0@ 3 44 5
5 6
 2411
1A =
1 1 43
2 4
36 52
45 61
54
????????????????? row insertion???????????????? 61
???????0BBB@
1 4 4
2 5
3 6
4
5
 1
1CCCA =
1 1 4
2 4
3 5
4 6
5
; ???, Y1 =
1 4 43
2 5
36 62
45
54
; u1 = 1:
?? Y1???? 62??????????????????? u6u5   u1 = 321541???
Y6 =
4 4
5 6
????(;  321541) =
1 1
2 4
3 5
??????
1 1
2 4


3 4
4 5
5 6
'
1 1
2 4
3 5

 4 4
5 6
; H
0@ 1 1
2 4


3 4
4 5
5 6
1A = 3:
??????????? b? b0????? ??????
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????????? e0???An??????Ba;l????????? ua;l??????
?? ua;l?Young???????????1??????? 1?2??????? 2????
??????????? b 2NLk=1Brk;sk? ua;l?????? 23?????? (15)????
????????????? T a;l?????? [HHIKTT, FOY]????????????
?? [FOY]????????????????????????????????????
?? rk = 1???? [Sa06]????????????????
????????????????????????????????????????
?????????
?? [KOSTY] 
????? path b????????? ua;1?????????ua;l 
 b R' T a;l(b) 
 ua;l
????????????? b?????????
(b) =

((1); J (1)); : : : ; ((a); J (a)); : : : ; ((n); J (n))

??????????? path?????????

 
T a;l(b)

=

((1); J (1)); : : : ;
 

(a)
i ; J
(a)
i +min(
(a)
i ; l)

i
; : : : ; ((n); J (n))

(29)
????????Young? (1); : : : ; (n)?????????????????rigging J (a)
???????????????? 
????????????????????26??? 39??????????????
l  maxi (a)i ??? T a;l = T a;l+1 =    =: T a;1?????? T 1;1 = T1????
????????????????????????????????????
?? [KSS]?A(1)n ??????R???? 
???A(1)n ?KR??????????? b? b0? b
R' b0 () (b) = (b0). 
????????????????????????????????????????
??????
???(b)?(ua;l
b)???????28???????? (20)?????????(a 1)
??? l?????????? (a)? (a)???????(ua;l)? (a)??????????
?????x8.4???????? 1???????????? b???????????
??? rigging J (a)i ? J
(a)
i +min(
(a)
i ; l)????????????? ua;l 
 b
R' T a;l(b)
 ua;l
??????R??????????????????
???????R???? 2??????????B 
 B0 3 b
 b0 R' ~b0 
 ~b ?????
???????R???
 1B0
B  B
B0(b
 b0) = ~b0 
 ~b (30)
???????????R????????????????????????????
??????????R???????????????
26?? [KOSTY]????????????????????????????????????????
??????????? [KSY]? Theorem 3.5???? a = 1????????????????????
?????????????a > 1??????????? [Sa07]? Remark 3.5?????????
32
????????? ??????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????
b 2NLk=1Brk;sk ????23????????????? (14)????????
ua;l 
 b1 
 b2 
    
 bL R' b01 
 va;l1 
 b2 
    
 bL
R' b01 
 b02 
 va;l2 
 b3    
 bL
R'    (31)
???????????? va;l0 = ua;l?????????[FOY]??????
Ea;l(b) =
LX
k=1
H

va;lk 1 
 bk

(32)
?????????
?? [Sa07] 
???? (; J) = (b)????
Ql(
(a)) = Ea;l(b): (33) 
?? ????????????????????????????????????
???? R????????????????????????????? x8.6? Loop
Schur???????????????????
?????? (33)??????????????????????????????
????????????????????Young? bk??????? c1; c2; : : : ; csk ??
??????????????????????
Cj := b1 
 b2 
    bk 1 
 csk 
 csk 1 
    
 cj+1 
 cj (34)
??????ci??????????????Kashiwara????????Young???
???????????????????????????????????Kashiwara?
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????Cj?????? (32)???
??Ea;l(Cj)???????????
Ea;l(Cj)  Ea;l 1(Cj)
	  Ea;l(Cj+1)  Ea;l 1(Cj+1)	 (35)
?????????????????????? cj????????????????
???? (a)?? l?????????????????????????? (35)????
??????????????????????????? [Sa07]???????????
??????? rigging?????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????
?? ????????????????????????????????????
????????????????????????????Mark Shimozono?????
?????????????????????????????????????????
33
????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????Young????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????
8.4 A
(1)
n ??????????????
??????
 1 : rigged conguration 7 ! path
???????? A(1)n ???????????????? path????????? b 2NL
k=1B
rk;sk ????????28????? (20)?????????
(; J) =

(0); : : : ; (n 1); ((1); J (1)); : : : ; ((n); J (n))

(36)
?????
 1???????  1???? (a) (0  a  n  1)???????????????
???????????(a)???????????????? paths?????????
???????R????32?????????R??????(a)i ??????????
??Ba+1;
(a)
i ?????????????????????????Young??????
?????????????????????????Young??????? rigging??
????????
1. `(a)? (a)i ???????(a+1); (a+2); : : :???????????????????
????????`(j)??????????????? (j+1)??? `(j)??????
???????????????????????????? `(j+1)????????
? (j+2)??????????? (ja 1)????????????????? (ja)?
?????????????????????? ja???????????????
2. ???????????????????????(a 1)???? 1???????
??????????????? rigging????????????????????
rigging????????????????????????????? rigging???
?????????? vacancy number ??????????????????
3. (a 1)????????? 1????????????? `(a 1) = 1???? Step 1
? Step 2???????? ja 1?????? (a 2)????????? 1?????
?????: : :??????????? (0)????????? 1?????????
34
??? j0??????? ja; : : : ; j1; j0? (a + 1)  (a)i ?Young?????????
?????????????
j0
j1ppp
ja
4. Step 1?? Step 3? (a)i ????????????????????????? 
(a)
i
??????????????????????????????????Ba+1;
(a)
i
?????????
??? (0); : : : ; (n 1)????????? Step 1?? Step 4 ?????????????
????????????????????????????????????????
??? b =  1(; J)???????????????????????????????
[KSS]?
? ????????????
(0)
1 1
(1)
(1)
0
1
0
0
(2)
(2)
0
0
0
0
(3)
0 0
(4)
??? riggings???vacancy number????????????????????????
(1)???????????????????????????????????????
1 1

0
1
0
0
0
0
0
0 0 0
????y 2

2 1
0
1
0
0
0
0
0
0 0 0
????y 12
1 1

0
1
0
0
0
0
0
0 0 0
35
????y 12 2

2 1
0
0
0
0
0
0
0
0 0 0
????y 1 12 2
1 1


0
0
0
0
0
0
0
0 0 0
????y 1 12 2 3

1 1
0
0
0
0
0
0
0
0 0 0
????y 1 1 22 2 3
1 1

0
0
0
0
0
0
0
0 0 0
????y 1 1 22 2 3 5

1 1
;
0 0 0 0 ;????y 1 1 2 42 2 3 5
36
0 0
;
0 0 0 0 ;
???????????????????
1 1 1 1 

1 2
2 3
3 4

 1 1 2 4
2 2 3 5
:
??????? ???????  1??????????????????A(1)1 ??
(B1;1)
L???????????? 22????????
??????????????????????path?Young???? j???????
(j 1)????????????????`(j) =1???????(a)??? `(a)?????
????????(a 1)??? `(a)?????????????????????????
????????????????(0; 0)??????????????????????
? 1??? (a 1)?????????? rigging???????????????????
????????????????????????????????
8.5 ???????
A
(1)
n ?
NL
k=1B
1;sk???????? path?Young??????????? 1????
??????? [KSY]?32?????????????????????????????
??? 1????????????????????????????????????
??? ?????????????????????????????????????
???  = (1; : : : ; N)???
jj = 1 +   + N ; [k] = (1; : : : ; k) (1  k  N)
???????????????????  = (1; : : : ; M)???
min(; ) =
NX
i=1
MX
j=1
min(i; j)
?????????
(; J)??????????????????????????????????????
?????????????A(1)n ????????????? 28????? (20) ????
??????????
NL
k=1B
1;sk?? path???????????(1) =    = (n 1) = ;
??????? (0)???? (0)??????????????????????
(; J) =

(0); ((1); J (1)); : : : ; ((n); J (n))

(37)
37
??????(a)???? a????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????
(; J)(a) :=

(a); ((a+1); J (a+1)); : : : ; ((n); J (n))

(38)
????????  1?????????????? J (a)??????????????
???????????
 1

(a 1); ((a); J (a)); : : : ; ((n); J (n))

??????????? [Sa06]??????????????????????R?? (24)
???????
???? (; J)???????????????
c(; J) =
1
2
X
a;b
Ca;bmin
 
(a); (b)
 min  (0); (1)+X
a;i
J
(a)
i (39)
????????? (Cab)1a;bn?An??Cartan???????????????????
?Kostka{Foulkes?????????????????????????? [KSS]?????
??????? (; J)?????? (0) = ((0)1 ; : : : ; 
(0)
N )????????????????
?????????????????????????? 1?????B1;
(0)
1 
  
B1;(0)N
?????????????
???????????
(; J)[k] =

((0))[k]; (
(1); J (1)); : : : ; ((n); J (n))

(40)
??????????(0)????N ???? (; J)[N ] = (; J)??????
(; I)  (; J)[k]
??????(; J)[k]?????? ((a)i ; J
(a)
i )???????????????????((0))[k]
?????????????????????? (; I)  (; J)[k]???????????
??? c(; I)???????????????????????
k;d = max
(;I)(;J)[k]
 c(; I)  (d)	 (1  d  n+ 1); (41)
k;0 = k;n+1  
((0))[k]
????????? (n+1) = ;????????????????
?? [KSY] 
? b =  1(; J)? k????? bk??????? d??? xk;d?
xk;d = k;d   k 1;d   k;d 1 + k 1;d 1: 
??????? (; J)?????????????????? 1???????????
?????????????????????????????????????????
?A(1)1 ? (B1;1)
L?????? 26???????????????
38
????????? ??????????????????????????????
???????path b = b1 
    
 bL 2
NL
k=1B
1;
(0)
k ?Young????????????
? 1?????????? 2; 3; : : : ; n+1???????????????????????
T t1(b) = b
(t)
1 
    
 b(t)L ????path b? 1???T1(b)? 2???T 21(b)? 3???. . .??
?????????????1  k  L????? k;d???????????
k;d =(b1 
 b2 
    
 bk????? 2; 3; : : : ; d???)
+
X
i1
(b
(i)
1 
 b(i)2 
    
 b(i)k ????????): (42)
?????????????????????????????????
??????????
k;d = k;d (43)
????????????????????k;d???????????????????
???
???L = 20?T1???????????????????????????????
???????Young??????????????????????
t = 0 : 1 2 23 124 3 1111 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
t = 1 : 1 1 12 123 2 1134 1 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
t = 2 : 1 1 11 112 1 1223 4 1 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
t = 3 : 1 1 11 111 2 1111 3 4 2 2 3 3 1 1 1 1 1 1 1 1
t = 4 : 1 1 11 111 1 1112 1 3 1 1 2 2 4 3 3 1 1 1 1 1
t = 5 : 1 1 11 111 1 1111 2 1 3 1 1 1 2 2 1 4 3 3 1 1
k;d??? k;d?????????
k 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
k;1 0 0 1 4 6 12 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51 55 59 63 67
k;2 0 1 3 7 9 15 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62 66 70
k;3 0 1 4 8 11 17 21 25 29 33 37 41 45 49 53 57 61 65 69 73
k;4 0 1 4 9 12 18 22 26 30 34 38 42 46 50 54 58 62 66 70 74
??? t???????????????????????vacancy number????
 2 + 3t
2t
1 + t
t
0
1
0
??? 32?????????????????????????
????? ?????????????? (43)??????????????????
?????????? [HHIKTT]??????????????? k;d?
k;d 1 + k 1;d = max(k;d + k 1;d 1; k 1;d 1 + k;d   (0)k ) (44)
39
?????? Hirota??????????? [KSY, Proposition 4.2]?????????
k;d?? T1(b)???? k;d??????
??? k;d?????????????
 k;d 1 + k 1;d = max( k;d + k 1;d 1;  k 1;d 1 + k;d   (0)k ) (45)
????? [KSY, x5]????  k;d? k;d??????????????????????
???? rigging? J (1)i 7! J (1)i + (1)i ?????? k;d????????????????
????????????????????????????????? (41)??????
?????????????????43???????????????????????
??????KP????? [JM]??????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????
??? (44)?? (45)???????????k;d? k;d???????????????
??????????????????????????????? T S1(b) (S  1) ???
? k;d = k;d???????????????????????????????????
 1???????????????????????????????????????
???????????????????????????
?? path b??????????????????????????????????
????????????????? k;d = k;d???????????A(1)n ???? n?
?????????A(1)1 ???? [Sa06]???????????????????????
?????????????????????????????????????????
Yang{Baxter??????? k;d???????????????[KSY, x4]??????
?????????????????? (38)????????????????????
????? (; J)(a)?????????????  (a)k;d ?????????????????
???????

(a 1)
k;d = max
(;I)((a);J(a))
(
min(
(a 1)
[k] ; ) min(; ) 
X
i
I
(a)
i + 
(a)
`();d(; I)
)
; (46)
??? `()??? ???????????????????????????????
???????[Sa06]???????????????????????????????
??????????????????????????? [KSY, Lemma 6.6]??????
[Sa06]??????????????????????????????????????
???????????????????????????????
???????????????????????????? k;d = k;d??????
???????????????[KSY, x7]?????????????????????
??????????????????????????????????
?????????? ??????????????????????????????
????32????????????????????????????? ((1); J (1))??
?????????????????????? ((a); J (a)) ??????????????
???????????????????????? [JM]??????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????
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8.6 Cylindric Loop Schur??
A
(1)
n 1?
NL
k=1B
1;sk?????????????? (a) ?Cylindric Loop Schur???
????????????????? [LPS2]???????????Mathematica???
???????
https://sites.google.com/site/affinecrystal/rigged-configurations
??????????????????
?????????????????? xi??????????????????? xi
???????????????????????????????? n? L?????
A
(1)
n 1???? bsln??NLk=1B1;sk ??????????????????
Loop???? Loop??????????R???????????????????
???Yamada [Y00]????????? Loop???????????????????
????????????Loop??????? x(j)i ?????????????????
(j) ? j 2 Z=nZ???????????????????
???? Lam{Pylyavskyy????????? [L]?????????????????
??? [L, Theorem 4.4]??????? R???? Loop??????????????
LSym???????????R????????????? Loop??????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????? (a)????????????????????????????
rigging J (a)????????????????????? T S1(b) (S  1) |40?????
?????????|????????????????? [Scr16]??????????
??????33????? (33)? 40????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????? rigging???????????????????????x6 ????Bethe?
????????????????????????????????????
?????????? [LPS2]?????????Cylindric Loop Schur???????
???????? Schur??????????????????????????????
???????????????r 2 Z=nZ???????????????? T (i; j)??
???????????????????
T (1; 1) T (1; 2) T (1; 3) T (1; 4)   
T (2; 1) T (2; 2) T (2; 3) T (2; 4)   
T (3; 1) T (3; 2) T (3; 3) T (3; 4)   
T (4; 1) T (4; 2) T (4; 3) T (4; 4)   
...
...
...
...
. . .
7 !
x
(r)
T (1;1) x
( 1+r)
T (1;2) x
( 2+r)
T (1;3) x
( 3+r)
T (1;4)   
x
(1+r)
T (2;1) x
(r)
T (2;2) x
( 1+r)
T (2;3) x
( 2+r)
T (2;4)   
x
(2+r)
T (3;1) x
(1+r)
T (3;2) x
(r)
T (3;3) x
( 1+r)
T (3;4)   
x
(3+r)
T (4;1) x
(2+r)
T (4;2) x
(1+r)
T (4;3) x
(r)
T (4;4)   
...
...
...
...
. . .
(47)
??????????? xwt(r)(T )??????????Loop Schur????
s
(r)
=(x) =
X
T
xwt
(r)(T ) (48)
?????????????? 1; 2; : : : ; L??? =?Young????????????
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? n = 3???? = (2; 1)??? L = 3????????????????
1 1
2
1 2
2
1 2
3
1 3
2 (49)
1 1
3
2 2
3
1 3
3
2 3
3
r = 1??????? (47)???????Young???????????????
s
(1)
2;1(x1; x2; x3) = x
(1)
1 x
(3)
1 x
(2)
2 + x
(1)
1 x
(3)
2 x
(2)
2 + x
(1)
1 x
(3)
2 x
(2)
3 + x
(1)
1 x
(3)
3 x
(2)
2 +
x
(1)
1 x
(3)
1 x
(2)
3 + x
(1)
2 x
(3)
2 x
(2)
3 + x
(1)
1 x
(3)
3 x
(2)
3 + x
(1)
2 x
(3)
3 x
(2)
3 ;
x
(1)
i = x
(2)
i = x
(3)
i = xi??????? Schur??? s2;1(x1; x2; x3)??????
Cylindric Loop Schur?? Loop Schur??????????????????? ?
????? =??????? Da(=)???? =? 2?????????????
(n  a; a)????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????????????????? (47)??????? (n  a; a)????
(j)?????????Loop Schur?? (48)????????????????????
??????Cylindric Loop Schur???????? 1 < n  a??????????
????????????????? s(r)Da(=) = s
(r)
=????
?????????Cylindric Loop Schur?????R????????? [LPS2, The-
orem 4.4]?
? n = 3??? a = 1????????? (n  a; a) = (2; 1)???????  = (2; 1)?
?????????????D1()???????
  
  
????????????????L = 3?????Cylindric Loop Schur??????
???
s
(1)
D1(2;1)
(x1; x2; x3) = x
(1)
1 x
(3)
1 x
(2)
2 + x
(1)
1 x
(3)
2 x
(2)
2 + x
(1)
1 x
(3)
2 x
(2)
3 +
x
(1)
1 x
(3)
1 x
(2)
3 + x
(1)
2 x
(3)
2 x
(2)
3 + x
(1)
1 x
(3)
3 x
(2)
3 + x
(1)
2 x
(3)
3 x
(2)
3 :
????????? (49)???? 8??Young????????????????? 3?
???? (2; 1)??????????????????????????????
1 1   
1 1 2
1 1 2
   2
;
1 2   
1 2 2
1 2 2
   2
;
1 2   
1 2 3
1 2 3
   3
:
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?????? 4????????????????????????????
1 3   
1 3 2
1 3 2
   2
:
??????? s(1)D1(2;1)?????????? 4??????? s
(1)
D1(2;1)
?????????
???????????????
???????? ??????????????????????????? b = b1 

   
 bL 2 B1;s1 
    
B1;sL ???????????? x(i+j 1)j ? bL+1 j?????? i?
?????????????? n = 3?? L = 4??
1x
(1)
4 2x
(2)
4 3x
(3)
4 
 1x(3)3 2x(1)3 3x(2)3 
 1x(2)2 2x(3)2 3x(1)2 
 1x(1)1 2x(2)1 3x(3)1
????
?? 1  a  (n  1)????? (a; i)?????????????????? (a; 0) =
(n  a)L??????? (n  a)??L????????????(a; i)?????????
(a; i+1)? (a; i)?????????????????????????? (a; i)???
??????? n???????????????i????????? (a; i)?????
?????? n = 6, a = 2??? L = 7????????????
?? n = 6; a = 3???L = 3????????????? n?????????????
???????????
???????P (x1; x2; : : : ; xr)?????????????? trop(P )(x1; x2; : : : ; xr)?
????? P (x1; x2; : : : ; xr)???????+ 7! min,? 7! +??? 7!  ?????
???????????????????????? 26???????????????
?????????????????????????????????????????
??????? P (x1; x2; : : : ; xr)??????????????????????????
??????????????????25???? (16)???????????????
?????????????????????????????????????????
????????? 40??????????????????????????????
??????????? (16)???????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????
????????????????(b)?????? (a) = ((a)1 ; 
(a)
2 ; : : :)?

(a)
i = trop
 
s
(0)
Da((a;i 1))
s
(0)
Da((a;i))
!
(x
(k)
l ) (50)
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???????a = 1??????????? [LPS2, Theorem 6.1]?a > 1???????
?? [LPS2, Conjecture 5.3]???? 33????? (33)???? (a)??????????
???? [LP]??????????? Loop Schur?????????????
a = 1?????? (50)?????????????????A(1)n 1????L? path?
?????????????? 
(n  1)L
n

??????????? dNe??N ????????????
? a = 2?????? (50)????????????? n = 4???L = 4??????
????? (2; 0); (2; 1); : : :???????
; ;   
????D2((a; i))?????????? (n  a; a) = (2; 2)?????????? 1; : : : ; L
??????????????s(0)D2(2;2;2;2)?????????
s
(0)
D2(2;2;2;2)
= x
(4)
1 x
(3)
1 x
(1)
2 x
(4)
2 x
(2)
3 x
(1)
3 x
(3)
4 x
(2)
4 :
?? s(0)D2(2;1;1)????? 14????????????
1 1
2
3
1 1
2
4
1 1
3
4
1 2
2
3
1 2
2
4
1 2
3
4
1 3
2
3
1 3
2
4
1 3
3
4
1 4
2
4
1 4
3
4
2 2
3
4
2 3
3
4
2 4
3
4
?????????????????????? s(0)D2(2;1;1)????????
1 4
2
3
????????????????
s
(0)
D2(2;1;1)
= x
(4)
1 x
(3)
1 x
(1)
2 x
(2)
3 + x
(4)
1 x
(3)
1 x
(1)
2 x
(2)
4 + x
(4)
1 x
(3)
1 x
(1)
3 x
(2)
4 + x
(4)
1 x
(3)
2 x
(1)
2 x
(2)
3
+ x
(4)
1 x
(3)
2 x
(1)
2 x
(2)
4 + x
(4)
1 x
(3)
2 x
(1)
3 x
(2)
4 + x
(4)
1 x
(3)
3 x
(1)
2 x
(2)
3 + x
(4)
1 x
(3)
3 x
(1)
2 x
(2)
4
+ x
(4)
1 x
(3)
3 x
(1)
3 x
(2)
4 + x
(4)
1 x
(3)
4 x
(1)
2 x
(2)
4 + x
(4)
1 x
(3)
4 x
(1)
3 x
(2)
4 + x
(4)
2 x
(3)
2 x
(1)
3 x
(2)
4
+ x
(4)
2 x
(3)
3 x
(1)
3 x
(2)
4 + x
(4)
2 x
(3)
4 x
(1)
3 x
(2)
4 :
path b = b1 
 b2 
 b3 
 b4???????????????????????
b = 1x
(4)
4 2x
(1)
4 3x
(2)
4 4x
(3)
4 
 1x(3)3 2x(4)3 3x(1)3 4x(2)3 
 1x(2)2 2x(3)2 3x(4)2 4x(1)2 
 1x(1)1 2x(2)1 3x(3)1 4x(4)1
= 1a2b3c4d 
 1e2f3g4h 
 1i2j3k4l 
 1m2n3o4p :
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???
trop s
(0)
D2(2;2;2;2)
= p+ o+ l + k + h+ g + d+ c;
trop s
(0)
D2(2;1;1)
= min(p+ o+ l + h; p+ o+ l + c; p+ o+ g + c; p+ j + l + h;
p+ j + l + c; p+ j + g + c; p+ e+ l + h; p+ e+ l + c;
p+ e+ g + c; p+ d+ l + c; p+ d+ g + c; k + j + g + c;
k + e+ g + c; k + d+ g + c):
???? (50)? (2)1 = trop s
(0)
D2(2;2;2;2)
  trop s(0)D2(2;1;1) ??? 
(2)
2 = trop s
(0)
D2(2;1;1)
????
?????????????? paths
fa; b; c; d; e; f; g; h; i; j; k; l;m; n; o; pg = f3; 2; c; 3; 3; 3; 1; 0; 0; 3; 0; 2; 1; 0; 3; 3g
????(b)??????????
c (
(1)
1 ; J
(1)
1 ) (
(1)
2 ; J
(1)
2 ) (
(1)
3 ; J
(1)
3 ) (
(2)
1 ; J
(2)
1 ) (
(2)
2 ; J
(2)
2 ) (
(3)
1 ; J
(3)
1 )
0 (8; 2) (8; 2) (4; 1) (8; 4) (4; 0) (8; 7)
1 (9; 2) (8; 1) (4; 1) (8; 2) (5; 1) (8; 6)
2 (10; 2) (8; 0) (4; 1) (8; 0) (6; 2) (8; 5)
3 (11; 2) (8; 1) (4; 1) (8; 2) (7; 3) (8; 4)
4 (12; 2) (8; 2) (4; 1) (8; 4) (8; 4) (8; 3)
5 (13; 2) (8; 2) (4; 1) (9; 5) (8; 4) (8; 3)
6 (14; 2) (8; 2) (4; 1) (10; 6) (8; 4) (8; 3)
7 (15; 2) (8; 2) (4; 1) (11; 7) (8; 4) (8; 3)
?????? (50)?????????????????????? riggings??????
(a)?????????????????
8.7 D
(1)
n ?????
A
(1)
n ??????????????????????????????????????
?R??????????????????????????????????A(1)n ??
????????????????? Lascoux{Schutzenberger????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????
???????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????
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?????Br;s ????D(1)n ?????????Dynkin????????
1
0
c
c
c c2 3 p p p p p p p p p p p p p p p cn  2
c
c
n  1
n
A
(1)
n ?????????????Br;s???????Young??????????????
???????????????????????D(1)n ????????????????
???????????
???????B1;1???????????B1;1????????? 1 , 2 , . . . , n , n ,
. . . , 2 , 1?????????? efa??????? a???????????????B1;1
??Dn???????????????????????
1 -
1
2 -
2 p p p p p p p p -n  2 n  1 
 n  1
@
@Rn
n
 
 
@
@R
n
n  1
n  1
n
-n  2 p p p p p p p p -2 2 -1 1
?????????????D(1)n ??????????????
~f0 : 2 7 ! 1 ; ~f0 : 1 7 ! 2
????????????B1;1????????????????
???Br;s???????Dn??????????????? r? s????????
?? ???????????????????????????Kashiwara{Nakashima
???? [KN]????????????????????????Young??B1;1???
????????Br;s??????????????????????????D(1)n ??
???????????????????????
????D(1)n ?Kirillov{Reshetikhin???????????Br;s??????????
????????????????????????????????????????
Kashiwara{Nakashima?????? r? s?????????????????????
??????????????????????????????A??????????
?????R???D?? row insertion??????????????????????
??????????????????????????????????????????
???D(1)n ??????Br;s??????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?? [OSS11]??????????KR??????????????? x8.8??????
???????????????????????
KR?????? r? s??????????????????Dn??????????
??????????????????????????????? efa????????
?????????????????????????????Kashiwara{Nakashima?
???????????????????????????????????D????
???????????????????? [ScScr14]?????D??????????
?????????????????????????????????????????
?????????E??????????????????????????
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D
(1)
n ????? A(1)n ??????????D(1)n ?????????Dn?Dynkin???
???Young? (a)????????????????????? 28?????????
??????????rigging? J (a)i ??????????????????
(; J) =

(1); : : : ; (n); ((1); J (1)); : : : ; ((n); J (n))

: (51)
???(a)??????? a?????A(1)n ?????????????????????
???????????????????????????(a)?Dn?Dynkin?????
??????????????? vacancy number???????????A(1)n ?????
?? (21)???????Dynkin??????????????????? 1??????
???? 2????????????????????Cartan????????????
P
(a)
l (; ) = Ql(
(a)) +Ql(
(a 1))  2Ql((a)) +Ql((a+1)) (1  a  n  3);
P
(n 2)
l (; ) = Ql(
(n 2)) +Ql((n 3))  2Ql((n 2)) +Ql((n 1)) +Ql((n));
P
(a)
l (; ) = Ql(
(a)) +Ql(
(n 2))  2Ql((a)) (a = n  1; n): (52)
??????A(1)n ?????????????????????(; J)????????
???????????????????????????????
 ??? (a)i ??? P (a)(a)i (; )  0?
 ??? rigging? 0  J (a)i  P (a)(a)i (; )?????
????????Kashiwara???????????????????????????
??????? ea; efa? 29 ???????A(1)n ???????????? [Sc06]????
???????????????
D
(1)
n ?????????? ??????x8.8?????D(1)n ?????????NLk=1Brk;sk
? path??????????
 : path 7 ! rigged conguration
?????????[OSSS]?2016???A(1)n ????????[KSS]?1999???? 17??
?????????????????????????????????????????
?????????????????????? 2011???????? [OSS11]????
??????????????KR?????????????????????????
??????Dynkn???? 0$ 1????????????????????????
?????????????? [Sa14]????????????????????????
????????????
[ea;] = [ efa;] = 0 (53)
????????????????????D(1)n ???????????????????
?????????????????????????????????????????
?? [OSSS]???????????????????????????R???????
???D(1)n ????????????????????????R??????????
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?????????????????????????????????????????
?? path????????????????????????????????????
???????
?? [OSSS]????????????????? di Francesco{Kedem??? [dFK] ?
?????????????????????????????????????????
??????????????????????D(1)n ????????????????
?????????????????????????????????????????
???????????????????????????????????D(1)n ???
?????????? 2003???? [OSS03] ???? (B1;1)
L?? path???????
???????? [Sc04]????
NL
k=1B
rk;1?? path????????? [ScSh]???
?
NL
k=1B
1;sk?? path?????????????? [Sc04, Appendix C]???????
????????????????????????????????????????
????????D(1)n ??????????????????????????????
??????????????????????????????[HKOT]???????
????????????????????????????????????????NL
k=1B
rk;sk ? path?????????????????????????
?????? ??????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????????????????????????????????R?
?????????????R???????????????????????Lusztig
involution????????????????????????????????????
????rigging J (a)i ? corigging P
(a)

(a)
i
(; )  J (a)i ??????????????????
???? e????????????????? path?Lusztig involution???????
???????????????????????????? [OSSS]?????????
?????????????????????????????????????????
16????? (10)??????Bethe???????????????????????
?????????
???????????????? [OSS11]???????? Schilling????????
???? e0; ef0 ??? [Sc08]????????????????????????D(1)n ??
??KR?????Br;s??????????????????????????????
???Dynkin?? 0??? 1?????????????? involution ????????
???????????e1? ef1?????????????????????? involution
?????????????????????A??????????????????
?????????
??????? r  n   2????Dynkin???? I = f0; 1; : : : ; ng????? J  I
????eab = 0???? a 2 J ???????? b? J-??????????????
???????? involution ???????????????????? 0? 1????
J = f2; 3; : : : ; ng-?????????????????????????????? J-?
?????? b??-??????????????????????????-???
????? Young???   ??? = ????+; ??????????????
+; ???????????????????????????????????????
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+???????????????
+
+  
 
+
+  
+
 
??????????-???????? ???????Dn????????????
????????Kashiwara{Nakashima??????????Br;s???? r? s????
?????? ??????????????????? involution ?-??????
?????????????????????? ?????????+??? ???
?????????????????????
+
 !
 
; +
 
 !
????????
??????J-??????? b??-???????????????????? in-
volution ????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????D(1)n ???????????????????????
-???????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
? [OSS11]????????????????????????????????????
??????????????-?????????????????????
??????????????????????-?????????????????
??????J-??????????????????????????????????
????Br;s?-??????P ???? c????????c???? x??? x+ y = r
?????y????? P ? r  s?????????????????????????
??????? ?????????????y????????????? c?????
????????????? (a)???????????? rigging????????
(A) c???????????
 = (
xz }| {
( 1); (1);    ; (1);
yz }| {
(1); (1; 1);    ; (1; : : : ; 1); (1y);    ; (1y); (1 y2 ); (1 y2 ))
J = (
xz }| {
( 1); (0);    ; (0);
yz }| {
(1); (0; 0);    ; (0; : : : ; 0); (0y);    ; (0y); (0 y2 ); (0 y2 ))
(B) c???+??????
 = (
xz }| {
;; ;;    ; ;;
yz }| {
(1); (1; 1);    ; (1; : : : ; 1); (1y);    ; (1y); (1 y2 ); (1 y2 ))
J = (
xz }| {
;; ;;    ; ;;
yz }| {
(0); (0; 0);    ; (0; : : : ; 0); (0y);    ; (0y); (0 y2 ); (0 y2 ))
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(C) c??? ??????
 = (
x 1z }| {
( 2); (2);    ; (2);
y+1z }| {
(1; 1); (1; 1; 1);    ; (1; : : : ; 1); (1y+2);    ; (1y+2); (1 y+22 ); (1 y+22 ))
J = (
x 1z }| {
( 2); (0);    ; (0);
y+1z }| {
(0; 0); (0; 0; 0);    ; (0; : : : ; 0); (0y+2);    ; (0y+2); (0 y+22 ); (0 y+22 ))
(D) c?????????
 = (
x 1z }| {
( 1); (1);    ; (1);
y+1z }| {
(1; 1); (1; 1; 1);    ; (1; : : : ; 1); (1y+2);    ; (1y+2); (1 y+22 ); (1 y+22 ))
J = (
x 1z }| {
( 1); (0);    ; (0);
y+1z }| {
(0; 0); (0; 0; 0);    ; (0; : : : ; 0); (0y+2);    ; (0y+2); (0 y+22 ); (0 y+22 ))
????????????? (x 1)???????????????????? c???
????? x = 0????+????????????????? ???? x = 1??
? ((1); J (1)) = ((1; 1); ( 1; 1))????
???-??????P ????????????? c???????????????
?????????????????? (a)??Young???????????? rigging
?????????????????????????????????????????
??????????-??????P ?????????????????? [OSS11]
???????????????????????????? [Sa14]?????????
??????? ea; efa (a = 1; : : : ; n) ???????????????????????
?????[Sa14, x4.1]????D(1)n ?????????????????????????
??????????????????????????????????????
2010??? 2011?????D(1)n ????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
??????????????????????????????????? 8.8????
?Kirillov{Reshetikhin?????????????????-????????????
?????????????????????????????????????????
???R????????????????????????????????????
????? [OSS11]?????? Scrimshaw????????????????????
????????????????????????????????????????
?????????????D(1)n ? (n  10)??????B8;5??????????
P =
+
 
+
   
?????????????? P ?????? JP ??????????????????
???????
(( 6); (6; 2); (6; 2; 2); (6; 2; 2; 2); (6; 2; 2; 2; 2); (5; 5; 2; 2; 2; 2); (5; 5; 5; 2; 2; 2; 2);    )
(( 5); (0; 0); (0; 0; 0); (0; 0; 0; 0); (1; 0; 0; 0; 0); (0; 0; 0; 0; 0; 0); (0; 0; 0; 0; 0; 0; 0);    )
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???????? (5)P ??????????P ????????????????????
???
0; 0; 1;
0
0
0
0
0
;
0
0
0
0
0
:
???????? riggings?????????????? (5)P
1
0
0
0
0
??????
????????? ????D(1)n ????????????????????????
?????????????????? [OSSS]???????????????????
???????????????27?????????????
????? 32???????A(1)n ?????????????????????????
??????? T a;l?A(1)n ?????????? ua;l??????????D(1)n ?????
? path b 2NLk=1Brk;sk????????? ua;1?????????ua;l 
 b R' T a;l(b)
 ua;l
????????????? b?????????
(b) =

((1); J (1)); : : : ; ((a); J (a)); : : : ; ((n); J (n))

??????????? path?????????

 
T a;l(b)

=

((1); J (1)); : : : ;
 

(a)
i ; J
(a)
i +min(
(a)
i ; l)

i
; : : : ; ((n); J (n))

(54)
???????? Young? (1); : : : ; (n)?????????????????rigging J (a)
????????????????????????????????A(1)n ???????
??????????????????????????
???A(1)n ?????????????32????????????????????
?? [OSSS]?D(1)n ??????R???? 
???D(1)n ?KR??????????? b? b0? b
R' b0 () (b) = (b0). 
????????????????????Bn;1
Br;s????????????????
??D?????????????????????????????????????
????????????? [Sa14]???? path??????????????????
???????????????????????????? [OSS11]?????????
?????????????????????????????????????????
???? [Sa14]??????????????????????????????? T n;1
????????????D(1)n ?????R????A(1)n ?????R????????
27?? A?????D?????????????????????????????????????
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?????[KSS]???????????A(1)n ????? [KSS]????????????
???????????????? [Sa14]??????????????????????
???????????????????????
????? (54)????A(1)n ?????????????
R?????????????????A(1)n ????????????D(1)n ?????
??R?????????????????D(1)n ??????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????
Misra{Wilson???? ?????????????????????????????
?????????????Misra{Wilson [MW]?D(1)n ???? (B2;1)
L???????
??????? T 2;s????????????????????????????????
???????????????????????????????????B2;s
B2;1?
??????R????????????????????????? [MW, Proposition
3]??????????????????????Dn?Dynkin???? 2??????
???????????????R???????????????????
????????????????????????????????????? (54)
?????????????? path b 2 (B2;1)
L ??? s  maxi (2)i ???? T 2;s(b) =
T 2;s+1(b) =    ????????????????? T1???????????? [MW,
xIV-B]??????????????????????????????? ((2)i ; J (2)i )??
??????????????
?? ??D(1)4 ??????????????????????????path b 2 (B2;1)
23
???????? t????T t 11 (b)?????????????????????????
?
????????????????????????????????u2;1 = 1
2
2 B2;1
?  ?????????
1 1 1   2 2                
3 4 4   4 3                
   1 1 1  2 2              
   3 4 4  4 3              
      1 1 1 2 2            
      3 4 4 4 3            
         1 1 4 2          
         3 4 4 3          
            1 4 2 1       
            3 3 3 3       
              1 1 2 2 1    
              3 4 3 3 3    
                1 1  2 2 1 
                3 4  3 3 3 
?? T t1(b)?????????(T t1(b))???????
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0
5 + 2t
1 + 3t  1  3
(2)???? 3? 2??????????? rigging??? 3? 2???????????
path??????????????????????
?? ?????????????D(1)5 ??????????????????????
?????????
2 2 1 1   2 1               
3 5 4 3   4 5               
    2 2 1 1 2 1             
    3 5 4 3 4 5             
        2 2 4 1 1          
        3 5 4 5 3          
           2 1 2 2 1 1      
           5 4 3 4 5 3      
             2 1   2 2 1 1  
             5 4   3 4 5 3  
?? T t1(b)?????????(T t1(b))???????
 2
6 + 2t
2 + 4t
 2
 1  1 0
?? ???????D(1)6 ??????????
2 2 1 1 1   2 2                
3 5 6 5 4   5 5                
     2 2 1 1 4 2              
     3 5 6 5 5 5              
          2 5 6 2 1          
          3 4 5 4 4          
             1 1 2 2 2 2 1     
             5 6 3 4 5 4 4     
               1 1    2 2 2 2 1
               5 6    3 4 5 4 4
?? T t1(b)?????????(T t1(b))???????
((1); J (1)) = f(4); ( 2)g; ((2); J (2)) = f(5; 2); (3 + 5t; 7 + 2t)g;
((3); J (3)) = f(5; 3); ( 2; 1)g; ((4); J (4)) = f(4; 3); (0; 0)g;
((5); J (5)) = f(5); ( 3)g; ((6); J (6)) = f(4); ( 1)g:
???????????????????
((a); J (a)) = f((a)1 ; (a)2 ; : : :); (J (a)1 ; J (a)2 ; : : :)g:
??Misra{Wilson??????????D????????????????????
????????????
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8.8 D
(1)
n ??????????????
D
(1)
n ?? path b 2NLk=1Brk;sk ?????
(; J) =

(1); : : : ; (n); ((1); J (1)); : : : ; ((n); J (n))

???????
 1 : (; J) 7 ! path
??????????????????? (a)???? a? A(1)n ???????????
??????
???????????Br;s????????Kirillov{Reshetikhin??????? 1
??????????????????????????? r  n  2?????????
???????????? [Sa14, OSSS]????????
Kirillov{Reshetikhin???? KR????????? [OSS11]??????????
????? [ScScr14]???? A??D??????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????????????????????????????????
I0 = f1; 2; : : : ; ng????KR????? Br;s ??????? Dn ?????????
?? u????? eau = 0 (a 2 I0)???????????????????????
???? efa (a 2 I0)????????????????????? u????? ??
???? h????? kh?????????????????????????????
 = kr r + kr 2r 2 +    ????
u ????? KR????? ll(u)????????? lling map???????
lling map??????kc??? kr 2; kr 4; : : :?????????????????? kc
????????? kc = k 1????? c =  1????t? u?Kashiwara{Nakashima?
?????????????Young? ???????? 1????????? 2????
?????????????? t? r  s??????????????????????
????????? t???????????????????????
1. ?? r??????????c  0???????? c????????????? c
???????????????
2. ??? c??????????? h??????????????????????
?????
r r   1    h+ 1
h+ 1 h+ 2    r :
c =  1????????????????????????????
3. ??????????????? x??????????????????????
??????? x = c+ 1?????????????? h?????
y    r   1 r r    x+ 1 x
?????????????????????? r   h??? y = r   (x  h  2)?
???x = y????????????????????
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4. ???????? x????
1 2    y y    x+ 1 x
??????????????? c  0??? Step 1??????????????
???????????????? y = (r + x  1)=2?????
?? B8;7? I0-??????? u?  = 8 + 26 + 4 + 22 ????????????
? (k6; k4; k2; k0) = (2; 1; 2; 1)??? c = 4????u?KN??????? 8 7????
????????
1 1 1 1 1 1
2 2 2 2 2 2
3 3 3 3
4 4 4 4
5 5 5
6 6 6
7
8
Step 1      !
1 1 1 1 1
2 2 2 2 2
3 3 3
4 4 4
5 5 5
6 6 6
7
8
:
????????????????
5 1
6 2
7 5 7 3
8 6 8 4
8 7 8 5
7 8 7 6
8 7 6 8 6 6
7 8 5 7 5 5
; ???, ll(u) =
1 1 1 1 1 5 1
2 2 2 2 2 6 2
3 3 3 7 5 7 3
4 4 4 8 6 8 4
5 5 5 8 7 8 5
6 6 6 7 8 7 6
7 8 7 6 8 6 6
8 7 8 5 7 5 5
:
?? ????????????????? r = 12????
1 1 1 1 1 1 1 7 1
2 2 2 2 2 2 2 8 2
3 3 3 3 7 9 7 9 3
4 4 4 4 8 10 8 10 4
5 5 5 5 9 11 9 11 5
6 6 6 6 10 12 10 12 6
7 7 7 7 11 12 11 12 7
8 8 8 8 12 11 12 11 8
9 9 12 9 12 10 12 10 9
10 10 11 10 11 9 11 9 9
12 11 10 11 10 8 10 8 8
11 12 9 12 9 7 9 7 7
1 1 1 1 1 7 1
2 2 2 2 2 8 2
3 3 7 9 7 9 3
4 4 8 10 8 10 4
5 5 9 11 9 11 5
6 6 10 12 10 12 6
7 7 11 12 11 12 7
8 8 12 11 12 11 8
9 9 12 10 12 10 9
10 10 11 9 11 9 9
12 11 10 8 10 8 8
11 12 9 7 9 7 7
1 1 1 1 1 5 1
2 2 2 2 2 6 2
3 3 9 7 9 7 3
4 4 10 8 10 8 4
5 5 11 9 11 9 5
6 6 12 10 12 10 6
7 7 12 11 12 11 7
8 8 11 12 11 12 8
9 9 10 12 10 12 8
10 10 9 11 9 11 7
12 11 8 10 8 10 6
11 12 7 9 7 9 5
????? (k10; k8; k6; k4; k2; k0) = (2; 3; 0; 0; 3; 1), (2; 1; 0; 0; 3; 1), (2; 0; 1; 0; 3; 1) ????
ll(u)?????????? kc????kh????????? 1; 2; : : : ; h??????Step
2, 3, 4?????????????????
55
 1??????? ?????A(1)n ????????????????46???????
??????Dn??????????????????????????????????
(a)???? (a)i ?????Ba;
(a)
i ???????????????`(a 1) = (a)i ????
??? (a)????????????? `(a 1)?????????????????? `(a)
?????????????????????????? (j)?????????????
??????????????`(j) =1?????????????????? k = j??
?????A(1)n ????????????(n 2)????Dynkin????Dn?????
?????????????????????????????
`(n 2) <1??????????? ((n 1); J (n 1))??? ((n); J (n))?????????
? `(n 2)????????????????????????????? `(n 1)??? `(n)
????????????????1?????
1. `(n 1) =1?? `(n) =1?????? k = n  1??????
2. `(n 1) <1?? `(n) =1?????? k = n??????
3. `(n 1) =1?? `(n) <1?????? k = n??????
4. `(n 1) <1?? `(n) <1??? `(n 1) = max(`(n 1); `(n))????????
???????????????????????? `(j+1)???????? ((j); J (j))?
????????? `(j+1) ????????????????? `(j) ?????????
`(j) =1????????? k = j + 1?????????????? `(1) <1?????
?????? k = 1????????
????????? A(1)n ????????????????????????????
??????????? rigging??????????????????????????
?????????????????????????????? rigging???????
?? D(1)5 ???????B3;2 
B2;2???????????
0  1
0
1
1
0
1
1
0
 2
 2
 3
0
 2
 2
 3
0
0
0
0
 1
0
 1
0
(a)???????????????????? (2) = (2)??? (3) = (2)?????
??????????????????????(a)??? j ????????????
`(a 1) = j?????????????????????????? rigging???????
??????? (a)j ???????????????????? (a)??? j??????
???? (a)j ; 
(a 1)
1 ; 
(a 2)
1 ; : : : ; 
(1)
1 ??????Ba;j?????????????????
?? (a)j 1; 
(a 1)
1 ; 
(a 2)
1 ; : : : ; 
(1)
1 ???????????????????????A
(1)
n ??
?????????
???? (2)??? 2???????B2;2????????????????????
??????? (2)2 ????(2) = (4; 3; 1)??? 2?????????????????
?????????????????????B2;2?????????????????
??????????? \"????????????????????????????
? (a)j ???????????????????
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0  1
0
1
1

0
1
1
0
 2
 2
 3 

0
 2
 2
 3
0
0 
0
0
 1
0 
 1
0

(2)
2
?
3
0  1
0
0
1
0
0
1
0
0
 2
 2
0
0
 2
 2
0
0
0
0
 1
 1
 1
 1

(1)
1
?
1
3
 1   1
0
0
1

 0
0
1
0
0
 2
 2

 0
0
 2
 2
0
0
 0
0
 1
 1
  1
 1

(2)
1
?
1
3 1
 1   1
0
1 
0
1
0
 2
 2 
0
 2
 2 0  0
 1
 1
 1
 1

(1)
1
?
1 5
3 1
 1  1
0
1
0
1
0
 2
 2
0
 2
 2 1 1
 1
 1
 1
 1
?????????????
 (2)2 ????? vacancy numbers???????? path?B3;2 
 B2;1 
 B1;1???
??????????? (1) = (2; 1), (2) = (1)????
 ??? (1)1 ? (1)???????????????????????? 1????
 (2)1 ? (2)???????????????????? (1)????????
????????????????? 1(; J)???????
 1B3;2
B2;2(; J) =
1 5
4 3
5 1

 1 53 1 : (55)
57
????? (a)??????????????????????
 1B2;2
B3;2(; J) =
2 5
5 3


1 4
5 2
3 1
: (56)
???????R?????? (55)? (56)?R-??????????
R : 1 53 1


1 5
4 3
5 1
7 !
1 4
5 2
3 1

 2 5
5 3
:
???????R-???R =  1B3;2
B2;2  B2;2
B3;2 ????????? 2???????
??????????R-???????????????R =  1B0 B????????
???????????????????R-????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
????????????????????????????
?? ???????????????Kashiwara{Nakashima?????????????
???????????????D(1)6 ????B4;3 
 B2;3 ' B2;3 
 B4;3????????
??????????????????????
; 0
0 0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
????????????? 1??????????????
R :
1 1 1
2 2 2
4 3 3
3 4 3

 1 1 1
2 3 2
' 1 1 1
2 2 2


1 1 1
2 4 3
4 4 4
4 2 4
:
1 1 1
2 4 3
4 4 4
4 2 4
?????????????
1 1 1
2 2 2
3 4 3
4 3 4
= ll
0B@ 1 1 12 2 2
3
4
1CA????????????
??????? ea???????? ~fa ?????????????Kashiwara{Nakashima
??????????????R-??????KN?????????
R : 1 1 1
2 2 2

 1 1 1
2 3 2
' 1 1 1
2 2 2


1 1 1
2 3 2
4
4
????????
??????????????????????KR???????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
???????????????????????
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8.9 Littlewood{Richardson????
????????????????????????????28???????????
???? Littlewood{Richardson?LR??????????? LR???????????
?????????????????? LR?????????????????????
?????????????????? LR?????????????????????
?????
????????????????????????????????? g??????
????A(1)n ?????????????LR????????????????????
???????????????????????????? Shimozono{Zabrocki [SZ] ?
??????????? [Sh05, LS05, LOS]?????????????????????
????????????????? [OS]?????????????????????
?????????????????Cartan?????????????????????
???????????????????????????????????
????????????????????????????????????????
????????????????????????????
LR???? ??? LR??????????T ? LR???????????????
???????????
 T ????????????? T ??????Young??????????????
??????????????????????????????????????
????????
 T ????????????????????????????????????
row word??????row word w = x1    xl ? Yamanouchi?????????
? Yamanouchi???? w?????????????????????????
x1    xk ??????????????? 1?????? 2???????????
2?????? 3???????????????????????????29?
LR???? T ?? =???T ???? ?????????????????????
? ??????????? LR???? T ?????  = (1; : : : ; l)???T ????
??? j???? j???????????????
??????????? (43312)=(221)?? LR????????????? (3; 3; 2; 2)?
???
1 1
2
1 3
2 2 4
3
4
????? row word? 1123142234???????Yamanouchi???????
28?????????????????????????????
29Yamanouchi???An???????????? (B1;1)
L????????????????????
?????
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? =????? ? LR???????? Littlewoood{Richardson????????
? c????????????????? c

??gln?????  ?????? V??
????????? V 
 V????????? V?????????
???????? ??????????????? g????KR??????????
?
N
k B
rk;sk???????????????????????????????????
???????????KR???????????????????????Dynkin?
? 0??????????????????????????????????
} }?? g
? A(1)n
D
(2)
n+1; A
(2)
2n
C
(1)
n
A
(2)
2n 1; B
(1)
n ; D
(1)
n
??????????}?????????Br;s??????????????????
??????????????Kashiwara{Nakashima???????????? r s??
????}???????????????????????????????????
} = ?; ; ; ????
g} = A(1)n ; D
(2)
n+1; C
(1)
n ; D
(1)
n (57)
????????????????????????????????30????????
?????????????????????????????
}??????????????????????? [OSS03]????????????
???????Dynkin?? 0???????? (a)?????
(; J) =

(1); : : : ; (n); ((1); J (1)); : : : ; ((n); J (n))

(58)
??????????? (a)?????D(1)n ?????? (a)i ??????Ba;
(a)
i ???
????????? a}???????????
a = a = n  1; a = n  2:
????Dynkin????????A????????????????????????
????? vacancy numbers?A??????????A(1)n ?????????????
????? [OS, x2.3]?????????
????????????? path????????????? n??????????
n????????????????????????????????????? [OS,
x2.4]????????? k?????
(k) = (k+1) =    = (a}) (59)
?????? (a})?}???????????????????????A(1)n ?????
????????? (59)???? vacancy numbers??? 0?????????????
30?? [LOS]????????????????
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????????? riggings????????????????????????????
rigging???????????????????????? (a})???????????
?????????????????????????????}??????????
????
??????????????????????????? [Sa14, Eq.(13)]? [OS, Eq.(2.7)]
?????????????????????????????????????????
?????????? (59)??????????????????? = wt(; J)?Young
??????? a?? a?
a =
X
ba
(b)+ (a 1)  (a) (60)
???????????? ??? jj?????????????? }????? ?
????????????????RC}()?????????path?????? (a)??
???????????????????
??????? ?????????????????????????LR?? =?
?????? ?LR???????????????? ??? `()?????????
???????
????????
	 : RC}()  ! RC?() LR (61)
???????????????????
	 : (; J) 7 ! f( 0; J 0); Tg
?????
 = wt(; J);  = (a
});  = wt( 0; J 0)
????} = ?????A(1)n ?????  = ???????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????
??? (61)???????????????????? (59)????????????
???????????????????????????????? (; J) 2 RC}() ?
??????????????????? n???
a}  `(wt(; J)) + `

(a
})

(62)
????????	????????????????????????????????
????????????????????????????????D(1)n ??????
????LR???? T 2 LR???Nout = `()???Nin = `()??????????
???????????	 1??????? n ?Nout + 2  n????????????
?Nout?Nin???????Nout Nin = `((a}))????????Nin+ `((a}))+2  n
???? (62)??????????????????????????????????
???????????????????????????? [OS, Remark 4.1]?????
61
??????  : path 7! rigged conguration ??????????????	???
?????????
N
k B
rk;sk ???????????????????????????
????????????? [Sh05]?????????????????????????
?????????????????????????????????????????
? (61)?????????????????????????????????????
??????????
????????? ????	??????????????????????????
??? A(1)n ???????????????????????????????????
??????????????????Dynkin???????????????????
????????LR???????? recording tableau???????????????
?????????????????????????????????????????
????????
??????? (a})????????????????????(n)????????
?????????????????(a})???????????? l?????????
hl????????????? l?????????????
1. `(a
}) = l??????? `(a)?????`(a)??????????(a 1)??????
??????? `(a)????????????????? `(a 1)?????????
????????`(a 1) =1?????? k = a?????????? `(1) <1??
???? k = 1????????
2. ?????? (a)??????????????????? rigging????????
??????????????????????????????????????
???????????????????? vacancy number??????? path?
????? (a)????????
3. recording tableau T ??????????????????	????? l? hl?
??????????????????????? l? hll ??? j???????
??T ? k???????? j??????
(a
})? i?????? hi???????	?
	(; J) = f( 0; J 0); Tg = h11  h22      hll (; J)
???????
??	???????????????????????	 1?????
???? ????D(1)n (n  8)? (B1;3)
3
 (B1;2)
2
 (B1;1)
2 ???????????
????
b = 1 1 1 
 2 1 1 
 1 2 2 
 2 3 
 2 2 
 2 
 2 :
???????????????	????????????????????????
?????????????????????? b??????????????????
???????????????? ????????????????????????
???????????? T ????????????????
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01
0
0
0
0
0
0
2
2
1
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
     
3
1
?
0
1
0
0
0
0
0
0
2
1
0
1
1
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
     
3
1
2
?
0
1
0
0
0
0
0
0
2
1
0
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
     
2
1
1
2
?
0
1
0
0
0
0
1
1
0
1
1
0
0
0
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
     
2
1
1
2 2
?
0
1
0
0
0
0
1
1
0
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
     
2
1
1
2 2
3
?
0
1
0
0
0
0
1
1
0
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
     
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2
1
1
2 2
3
4
?
0
1
0
0
0
0
1
1
0
1
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
     
1
1 1
1
2 2
3
4
?
1
1
2
1
0
0
0
1
0
1
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0      
1
1 1
2
1
2 2
3
4
?
1
0
1
1
0
0
0
1
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0 0
0
0      
1
1 1
2
1 3
2 2
3
4
?
1
0
1
1
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0 0 0 0 0      
1
1 1
2
1 3
2 2 4
3
4
?
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10
1
1
0
0
0
1
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0
0 0
0
0 0 0
?????????????????? T ????????	???????? T ??
?????????????? row word? 1123142234 ?????????Yamanouchi?
??????????????????????????  1????????????
???????????????????
b0 = 1 1 1 
 2 2 2 
 1 3 3 
 4 4 
 3 5 
 4 
 6 :
?????	 1?????????????????????????
??? b??? b0????????????????????????D(1)8 ??????
?????????? [LOS]? 5.3????????? (involution) ?????????
?Dynkin??????????????????
  ea = en a  
???? a 2 I = f0; 1; : : : ; ng????????????????????? path b???
???????????
(b) = 8 8 8 
 8 8 7 
 6 8 6 
 7 6 
 6 6 
 7 
 7 :
??? b0? (b)????? I0-?????????????I0 = I n f0g?????????
??	???????????????????????
?? ?????????? (57)????????????????????????
?	???????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
8.10 ??????
??????????????????????????????????????
???????? ?????? ????????????????????????
????????????????????????
 A(1)n ????????????? [KSS]?
 D(1)n ????????????? [OSSS]?
 ???????????[OSS03]??? (B1;1)
L??????????????
 E(1)6 ??[OSano]??? (B1;1)
L??????????????
 D(3)4 ??[Scr15]??? (B1;1)
L??????????????
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??????????? simply laced??????????? C(1)n ?????????
???????[OSS03]???????????? (B1;1)
L??????? (1) = (1L)?
????????????
(; J) =
 
((1); J (1)); ((2); J (2)); : : : ; ((n); J (n))

??????? (n)????????? (n)i 2 2Z????vacancy numbers?
P
(1)
l () = L  2Ql((1)) +Ql((2));
P
(a)
l () = Ql(
(a 1))  2Ql((a)) +Ql((a+1)); (1 < a < n);
P
(n)
l () = Ql(
(n 1)) Ql((n)):
????????? a = n??????????????????????????A(1)n ?
?D(1)n ???????????????????? vacancy numbers? 0???????
? rigging??? 0?????? vacancy number???????????
???????????????????????????  ??????????
1. `(0) = 1???????????? `(a)???????`(a 1)???????????
?? (a)????????????? `(a 1)??????????????????
???????? `(a)?????????????? (a)????????????
????????? `(a) =1??????? a????????????
2. ?? `(n) <1???????(n)??? `(n)??????????????????
?????? (n)???????????????`(n) = `(n)?????`(n) = `(n)   1
????????(n)? `(n)??? `(n)?????????????????
3. ?? `(a+1) = `(a)?????? Case (S)?????????????????? (a)
????????????`(a) = `(a)?????`(a) = `(a)  1??????(a)???
?????????????`(a)??? `(a)??????????
4. ?? `(a+1) > `(a)?????(a)????????????? `(a+1)????????
??????????? `(a)???????? `(a+1) <1?? (a)????????
????????????????`(a) =1??????? a+ 1?????????
? `(1) <1?????? 1????????
???????????????????????????????(1) = (1L 1)????
??? rigging??????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??A(1)n ??D(1)n ???????????
???
NL
k=1B
rk;sk?????????????????? [ScScr14]???????Br;s
?????????? x8.8 ????D(1)n ???????????????????????
?????Br;s???????????????????r s???????????
?????????????????????D(1)n ?KR??????????????
???? kc?????????????????????????????KR?????
????????????? efa??C(1)n ??????????????????????
????A(1)n ??D(1)n ????????????????????
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????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????????????????????????31?
B(1)-????? ?? Salisbury{Scrimshaw???KR???????????????
??????????B(1)-???????????????????? [SalScr14]???
?? 0???????????Dynkin????? (a)????????????????
??????????????????????Kac{Moody?????????????
????????????? [SalScr15b]?????????????????????KR
????????? 0????????????????????????????KR?
?????????????????????????????????????????
?????????????????????
????????????????????????????????????????
??Br;s?????????? (a)????????????vacancy number??? (a)
?????????????????? ea? efa???????????????????
?KR????????????????????????? efa??????? rigging?
???? vacancy number??????? efa???? 0????????????????
?????????????????????????????????????????
Schilling [Sc06]???KR????????????? efa???? 0 ?????????
????????????? Stembridge?????????????B(1)-??????
????????????????????? [Sa14]???????? "a???????
???????????????B(1)-??????????????????????
[SalScr14]???????????????
????B(1)-???????(a) = ;?????? a???????????????
?????????????? efa??????????????????????????
B(1)-?????????????????????????Kashiwara involution ??
???????????????????????????? [SalScr16]????????
????? rigging? corigging????????

(a)
i ; J
(a)
i

7 !


(a)
i ; P(a)i
()  J (a)i

??????????? ea? efa??????????????????????????
??? 48????Lusztig involution???????????????Bethe??????
???? 16????? (10)?????????????
B(1)-????????????????????????????????????
???????An?????????????????????? [SalScr15a, HL]???
??????????marginally large (reverse) tableaux?????????????
B(1)-?????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????
31?? ? 48? ??????????????
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??????????? ??????????Kostka{Foulkes???????????
????????????????????????????????????????
???38??? (39)??????????Kostka{Foulkes??????????????
??????????????????????? [K01, HKOTT]??????????
Kostka{Macdonald??????? [F95]???Kostka??????? [Liu]??????
?????????????????????????? [Her, dFK]????
???? ???????? 1980??????Kirillov???????????????
30???????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
??????????????
????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
?????????????????????????????????????????
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Invitation to the Bethe ansatz (by Reiho Sakamoto)
Proceedings for the 61st Symposium on Algebra (Mathematical Society of Japan, 2016)
Abstract: We review the algebraic Bethe ansatz for the Heisenberg model. The expo-
sition includes some of recent advancements with emphasis on a relation with the rigged
congurations. We also provide somewhat thorough review of the crystal bases and the
rigged congurations.
In particular, we provide the inverse scattering transform for the type D
(1)
n box-ball sys-
tems, see (54) at page 51. The result is analogous to the type A
(1)
n case and is a consequence
of [OSSS]. We compare the result with Misra{Wilson's box-ball system [MW].
We also provide a reformulation of a result of [Sa07] at page 33. More precisely, we provide
a crystal interpretation of the algorithm of the type A
(1)
n rigged conguration bijection by the
simplied quantity (35), instead of "
(a)
l;j;k of [Sa07]. Let the columns of a tableau bk 2 Brk;sk
be c1; c2; : : : ; csk from left to right. Then we introduce the intermediate tensor product Cj
as in (34). Here we use the Kashiwara convention for the tensor products of crystals. Then
we compute the sum of energy functions as in (32) to derive (35). As for the denitions
used in the sum (32), see (31) where ua;l 2 Ba;l is the classical highest weight element and
R' stands for the isomorphism under the combinatorial R-matrix.
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